Nozioni di calcolo combinatorio (Appunti di Roberto Scarella e Davide Benza)
Disposizioni semplici (Dn,k): si definiscono disposizioni semplici di n soggetti tutti distinti di classe k (scelti a k alla volta) tutti i sottoinsiemi che si possono formare con k degli n elementi in modo tale che differiscano tra loro per la natura di almeno uno degli elementi componenti o per l’ordine con cui questi si presentano. Tali disposizioni possono anche essere viste come: a partire da un gruppo n si ottengono sottogruppi di k unità e non è ammessa la ripetizione dell’oggetto. In formula:  Dn,k = n!/(n-k)! 

Esempio 1: disposizione di 4 elementi a gruppi di 3 diversi tra loro per ordine o natura.
D4,3 = 4!/(4-3)! = 4!/1! = 24 gruppi

Esempio 2: disposizione di 10 elementi a gruppi di 4 diversi tra loro per ordine o natura
D10,4 = 10!/(10-4)! = 10! / 6! = (10*9*8*7*6*5*4*3*2*1)/(6*5*4*3*2*1) = 10*9*8*7 = 5040
Permutazioni semplici (Pn): si definiscono permutazioni semplici di n oggetti tutti distinti (Pn) tutti i gruppi che si possono formare con gli n oggetti, in modo tale che differiscano esclusivamente per l’ordine con cui questi si presentano. Pn=n!
Esempio1: permutazione di 3 elementi a gruppi di 3 diversi tra loro per l’ordine. Soggetti a,b,c possono formare le seguenti possibili permutazioni: (a,b,c)(a,c,b)(b,a,c)(b,c,a)(c,a,b)(c,b,a). In formula: Pn=n!=3!=6
Esempio2: ci sono 4 posti liberi al cinema, i soggetti A,B,C,D in quanti modi possono disporsi? Pongo n=4 e K=4, non avviene distinzione per natura ma solo per ordine, non ci possono essere ripetizioni, queste particolari disposizioni sono permutazioni semplici e vengono indicate con: Dn,n = Pn = n!= 4!
[image: image2.bmp]Combinazioni semplici (Cn,k): si definiscono combinazioni semplici di n soggetti tutti distinti di classe k tutti i sottogruppi che si possono formare con k degli n elementi in maniera tale che differiscano tra di loro esclusivamente per la natura di almeno un componente. Cn,k= Dn,k/Pk =coefficiente binomiale =  n  =    n    = n!/[k!(n-k)!]
 



           k
      n-k

cioè:
                        Valore sopra!                            .
Valore sotto! * (Valore sopra – Valore sotto)!
Esempio 1: combinazione di 4 elementi a gruppi di 3 diversi per la loro natura. Cn,k= n!/(k!(n-k)!) = 4!/(3!(4-3)!)
Esempio 2: combinazione di 4 elementi a gruppi di 4 diversi per la loro natura. Cn,k= 4!/(4!(4-4)!) = 4!/(4!0!)=0!=1 N.B.

Con ripetizione

Disposizioni con ripetizione (Drn,k): si definiscono disposizioni con ripetizione di n soggetti tutti distinti di classe k (scelti k alla volta) tutti i sottoinsiemi che si possono formare con k degli n elementi in modo tale che differiscano tra loro per natura di almeno uno degli elementi componenti, per l’ordine con cui questi si presentano o per la presenza ripetuta di qualche elemento. Drn,k = nk 
Esempio: 3 soggetti (a,b,c) concorrono all’attribuzione di 2 ruoli non alternativi, possibili disposizioni: (a,a)(a,b)(a,c)(b,a)(b,b)(b,c)(c,a)(c,b)(c,c) = Drn,k = nk = 32 = 9 
Combinazioni con ripetizione (Crn,k): si definiscono combinazioni con ripetizione di n soggetti tutti distinti di classe k (scelti k alla volta) tutti i gruppi che si possono formare con k degli n elementi in modo tale che differiscano tra loro per la natura di almeno uno degli elementi componenti o per la presenza ripetuta di qualche elemento. Crn,k=Cn+k-1,k =n+k-1













   k
Esempio: 5 soggetti (a,b,c,d,e) concorrono all’attribuzione di 3 ruoli senza nessuna limitazione sui ruoli occupati: 
Crn,k = n+k-1 = 5+3-1  = 7! / (3!4!) = 5040/144 = 35
k            3

Permutazioni con ripetizione (Prn;k1,…kh)
Si definiscono permutazioni con ripetizione di n oggetti gli ordinamenti che si possono formare considerando distinti i gruppi che differiscono tra loro per la posizione d’ordine di almeno un elemento: n! / k1! * … * kh!

	Schema riassuntivo:
	Conta l’ordine
	Conta la natura
	Contano entrambi

	Qualcosa si ripete?
	SI (K>n)
	Prn,k1…kh
	CRn,R
	DRn,k

	
	NO (K≤n)
	Pn
	Cn,k
	Dn,k


Gli eventi casuali

Si definisce evento casuale ogni realtà o accadimento (fisico o concettuale) incerto sia perché possibile ma relativo a una osservazione o esperimento non ancora realizzatosi, sia perché possibile ma relativo a una osservazione o esperimento realizzatisi ma di cui non si conosce il risultato, tali eventi spesso vengono definiti come eventi casuali propri. Altre definizioni:
· Evento casuale elementare: ogni possibile esito dell’esperimento. Es: lanciando un dado che esca un numero tra 1 e 6.
· Evento certo ((): l’evento che si presenta sempre qualunque sia l’esito dell’esperimento. Tale insieme viene anche chiamato spazio campionario in quanto è l’insieme di tutti i possibili esiti.
· Evento impossibile ((): l’evento che comunque non può presentarsi nella realizzazione dell’esperimento.
· Evento casuale proprio: sottoinsieme dello spazio campionario. Es: nel lancio del dado uscita dei numeri 1,3,5.
· Spazio degli eventi (B(): collezione di tutti gli eventi possibili per un dato esperimento (lancio dado: esca da 1 a 6). 
Il caso del dado
Il numero totale degli elementi contenuti nello spazio degli eventi relativo al lancio del dado è dato da tutti i possibili sottoinsiemi che si possono formare dall’insieme (, comprendendo l’insieme stesso e l’insieme vuoto. Essi sono:

    6      = 1 evento impossibile (()





6      = 6 eventi casuali elementari
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    6      = 15 possibili coppie di eventi casuali elementari:


6      = evento certo (
    2      (1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(1,6)(2,3)(2,4)(2,5)(2,6)(3,4)(3,5)(3,6)(4,5)(4,6)(5,6)

6

Formula: il numero totale degli eventi generabile da uno spazio campionario finito che contiene n elementi è 2n
Operazioni tra eventi casuali
1) Unione: si definisce evento unione tra due eventi A e B, e si indica con “A(B”, l’evento che si realizza qualora si presenti indifferentemente uno degli eventi casuali elementari contenuti negli eventi A o B. L’unione gode delle seguenti proprietà:
· Commutativa: A( B ( B(A

· Associativa: A ( (B(C) ( (A ( B) ( C ( A ( B( C 
· Di idempotenza: A ( A ( A

2) Differenza: si definisce evento differenza, tra due eventi A e B, e si indica con “A(B”, l’evento che si realizza qualora si presenti l’evento A ma non l’evento B. La differenza gode delle seguenti proprietà:
· A ( B = (1(
· A ( B = (A ( B) ( B = A ( (B ( A)
3) Intersezione: si definisce intersezione tra due eventi A e B, e si indica con “A(B”, l’evento che si realizza quando si presentano congiuntamente entrambi gli eventi componenti. L’intersezione gode delle proprietà:
· Commutativa: A ( B = B ( A
· Associativa: A ( (B ( C) = (A ( B) ( C = A ( B ( C
· Di idempotenza: A ( A = A
· Inoltre: A ( (B(C) = (A(B) ( (A(C)
4) Eventi incompatibili: due eventi A e B, si definiscono incompatibili quando manifestandosi l’uno non si presenta l’altro e viceversa. Naturalmente A ( B = (
5) Eventi complementari: due eventi si definiscono complementari quando non presentandosi l’uno si presenta l’altro e viceversa. Pertanto due eventi complementari sono anche incompatibili ma non è necessariamente vero che due eventi incompatibili sono complementari. Il complementare dell’insieme A si indica con A e rappresenta l’insieme di tutti gli elementi che non appartengono ad A. Proprietà degli eventi complementari:
· A ( B = (
· A ( B = (
· A ( A = (
· A = (A ( B) ( (A ( B)
· 1° legge di De Morgan: A(B=A(B
· 2° legge di De Morgan: A(B=A(B
6) Partizione dell’insieme: la collezione di n eventi casuali, A1,A2....,An, rappresenta una partizione dell’evento certo se sono a due a due disgiunti e la loro unione è l’evento certo. Proprietà della partizione degli insiemi:
a. Ai ( AJ = (
n
              
    i,j = 1,2,...,n

b. U Ai = (
i=1
7) Inclusione: un evento si dice incluso (contenuto) in A (B ( A) quando al verificarsi di B si presenta sempre anche A ma non viceversa. Qualunque evento A è incluso nell’evento certo (, che viene pertanto definito inclusor maximun, e contiene l’evento impossibile (, che viene definito inclusus minimun, cioè:
a. ( A ( ( ( A ( ( = (
       A ( ( = A

b. A ( ( ( A ( ( = A

   A ( ( = (
c. Inoltre, se B ( A, allora: 

i. A ( B = A

ii. A ( B = B

iii. B ( A (( = contiene)
8) Alcune proprietà degli operatori:
a. Transitiva: se A = B e B = C allora A = C
b. Distributiva dell’intersezione rispetto all’unione: A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)
c. Distributiva dell’unione rispetto all’intersezione: A ( (B(C) = (A(B) ( (A(C)
L’algebra degli eventi

La coppia (Ω, BΩ) viene definita spazio probabilizzabile, in cui Ω = spazio campionario e BΩ = insieme di un numero finito di n elementi da ω1 a ωn. BΩ è una Algebra di Boole, cioè una classe che possiede le seguenti proprietà:

Ω € BΩ
A € BΩ => Ā € BΩ
A1, A2, …, An € BΩ => Uni=1 Ai € BΩ
Inoltre per la legge di De Morgan segue che: ∩ni=1 Ai € BΩ
Una estensione

Sia Ω un insieme infinito e numerabile, valgono le stesse proprietà di cui sopra, ma con n = ∞.

Una generalizzazione

Sia Ω un insieme infinito e non numerabile. È necessario restringere il campo con al più un’infinità numerabile di operazioni, ottenendo la classe di Borel, formata dalla famiglia monotona delle semirette:

R(x) = (-∞,x] con x € R

Ad ogni semiretta corrisponde, come controimmagine, l’elemento R–1(x) € BΩ
Il concetto di misura finita

Una misura finita m è caratterizzata dalle seguenti proprietà:

1) È una funzione definita su un’algebra (σ-algebra) di insieme BΩ
2) (A ( BΩ => m(A) ( R [0, ∞)
3) m(0) = 0

4) m (Ω) < a < ∞

5) è completamente additiva. Ciò si verifica se, data una sequenza di eventi disgiunti Ai, m(Uni=1Ai) = ∑∞i=1m(Ai)

m(A|Ω) si definisce misura normalizzata di A su Ω.
La Probabilità

Il concetto di probabilità: la probabilità, intesa come misura associata ad un evento casuale, è una proprietà fisica dell’evento stesso, altre considerazioni intendono la probabilità come grado di fiducia che un ricercatore, sulla base delle sue esperienze, nutre nel verificarsi dell’evento in questione, si sono sviluppati diversi filoni teorici:
1) Concezione classica: se, per un determinato evento A, è possibile determinare il numero di casi favorevoli n(A) ed il numero di casi possibili n(Ω) realizzabili in quella prova, nell’ipotesi che siano tutti egualmente possibili si definisce probabilità dell’evento P(A) la quantità: P(A) = n(A) / n(Ω)
2) Concezione statistica: si definisce probabilità statistica di un evento A la quantità, se esiste finita, P (A) = limn(( n(A)/n con n(A) il numero di casi in cui è stato osservato l’evento A ed n il totale di osservazioni.
3) Concezione soggettiva: la probabilità di un evento è la misura del grado di fiducia che un determinato soggetto attribuisce al suo verificarsi. 
Il calcolo delle probabilità, gli assiomi di Kolmogorov

Sia BΩ un’algebra di insiemi:
1) P (A) ( 0 con A € BΩ 
2) P (Ω) = 1

3) P (A ( B) = P(A) + P(B) se A ( B = (
La coppia di insiemi (Ω, BΩ) viene definita spazio probabilizzabile. Ad essa viene associata la funzione di probabilità P((), giungendo a definire lo spazio di probabilità, (Ω, BΩ, P) in cui a ciascun evento A € BΩ viene associata la probabilità P(A). Per il terzo assioma possono essere elencate le seguenti relazioni:
· P(Ω) = P(() + P(Ω)

· P(Ω) = P(A) + P(Ā)

· P(A) = 1 - P(Ā)

Il terzo assioma può essere così generalizzato: P [Ui(Ai)] = (i P(Ai)(Ai Ω Aj = (  (i ( j = 1,2,...
La misura di probabilità

P(A) deve essere considerata una misura normalizzata di A su Ω, ottenendo così che ogni misura finita m può essere trasformata in misura di probabilità mediante la posizione P(A) = m(A(Ω) = m(A) / m(Ω) 
La formula delle probabilità totali
Se A e B sono due eventi, l’evento unione è scomponibile nell’unione di eventi incompatibili:
A ( B = (A – (A ( B)) ( (B – (B ( A)) ( (A ( B) per il terzo assioma si ottiene la formula delle proprietà totali:
 P (A ( B) = P (A) + P (B) – P(A(B)
La probabilità condizionata:

es: lancio di due dadi, probabilizzare i seguenti accadimenti:
a. Il risultato dell’esperimento è 8 (probabilità incondizionata)

b. Il risultato dell’esperimento è 8 nel caso in cui il primo dado ha fornito un numero pari.

Soluzione caso a: i lanci favorevoli sono: P (A)= 5/36 = (2,6)(3,5)(4,4)(5,3)(6,2) 

Soluzione b: i lanci favorevoli sono: 3 * 6 = 18 ( primo lancio pari * secondo lancio, i risultati favorevoli al risultato finale sono (2,6)(4,4)(6,2) cioè l’intersezione tra i due eventi A e B. Formalmente: P(A(B) = 3/18, perciò:
P (A ( B(Ω) = m (A ( B) / m(Ω)

P (B) = m(B) / m(Ω)

P (A(B) = P(A ( B) / P(B); è la formula delle probabilità condizionate o quarto assioma del calcolo delle probabilità.
P (B(A) = P(A ( B) / P(A)

P (A ( B) = P(A) P(B(A) = P(B) P(A(B)

Eventi indipendenti (domanda da orale):
un evento A è indipendente da un evento B se P(A(B) = P(A), ovvero se le informazioni sull’evento B non alterano le probabilità associate all’evento A, se A e B sono indipendenti la loro intersezione è il prodotto delle probabilità:
P(A ( B) = P(A) P(B)
Condizioni necessarie per l’indipendenza sono: A ( B ( 0 , A – B ( 0, B – A ( 0, A ( B, B ( A. Generalizzando: 
P[∩i(Ai)] = (i P(Ai)(P(Ai (Aj) = P(Ai)

Teorema di Bayes, è un approfondimento della definizione di probabilità condizionata dalle relazioni:
P(A ( B) = P(A) P(B(A)

P(B) = P(A ( B) + P(Ā ( B) da cui si può dedurre:

P(A(B) = P(A ( B) =      P(A) P(B(A)     . =       
         P(A) P(B(A)          .
       P(B)        P(A ( B)+P(Ā ( B)         P(A) P(B(A) + P(Ā)P(B(A)
Tale formula è definita formula di Bayes o legge delle probabilità delle cause, consente di calcolare la probabilità che il manifestarsi di un evento sia imputabile a una specifica fra le altre possibili cause, che sono tra loro incompatibili.

La variabile aleatoria (v.a. o variabile casuale)
La variabile aleatoria è una funzione che associa a ciascun elemento dello spazio campionario un numero: Ω ( R. Definizione: l’applicazione X: Ω ( R che associa a ciascun elemento di uno spazio campionario un numero (contenuto in R) è definita variabile aleatoria se, per ogni semiretta R(x) =) definita dalla R(x) = (-(,x] con x € R, la sua immagine inversa A(x) = X-1[R(x)] è contenuta in BΩ. A(x) = X-1[R(-((x)] è detta funzione di ripartizione della v.a.X.
Esempio: nel lancio di monete la variabile aleatoria associa la vincita di 1 euro all’uscita di testa. In questo modo probabilizzo un qualcosa di numerico, quantitativo. Non posso fare la media di testa o croce ma posso fare la media della vincita.  Con la lettera maiuscola “X” si indica la variabile aleatoria, la lettera minuscola ”x” indica il singolo fenomeno. La funzione che associa a ciascuna intensità della variabile aleatoria la probabilità che questa si verifichi viene definita legge di probabilità.

Proprietà della legge di probabilità:

· La legge di probabilità è sempre positiva

· La somma delle singole probabilità deve dare 1

Classificazione delle variabili aleatorie:

1. v.a. binomiale Bi (n,p): conta il numero di successi in “n” prove indipendenti. Esempio: ho un urna con palline di colore diverso, campionamento con reinserimento, cioè estraggo guardo il colore e reinserisco la pallina nell’urna. La probabilità che riesca quella stessa pallina è costante. L’inserimento garantisce l’indipendenza di una prova dall’altra (nota: argomento spesso chiesto all’orale).
Esempio: un’urna contiene 10 palline, di cui 4B e 6N. n = 5 estrazioni con reinserimento. Voglio ottenere 3B.
P(BBBNN) = (4/10)(4/10)(4/10)(6/10)(6/10) = (4/10)3 (6/10)2 = …
Ma poiché P(BBBNN) = P(NBNBB) = P(NNBBB) = …, è necessario trovare il numero di possibili esiti con questo risultato, in pratica devo tenere conto anche dell’ordine.

 n° possibili esiti:    5
  =
estrazioni
= 5 * 4 * 3* 2! = 60/6 = 10


           3
      n° di B che voglio ottenere
   3 * 2 * (5–3)!
Adesso moltiplico il numero di possibili esiti con ordine diverso per la probabilità:

10 * (4/10)3 (6/10)2 = 0,2304 = 23,04%
Generalizzando ottengo la seguente formula:

   n    px qn–x = 
estrazioni
(probabilità che esca B)n° di volte che esce B(probabilità che esca N)n° di volte che esce N 
   x

      n° di B che voglio ottenere
ovvero: 

n° di prove
(probabilità di successo)n° di successi(probabilità di insuccessi)n° di insuccessi



n° di successi

a. Per calcolare la media e la varianza della v.a. binomiale Bi(n,p):

b. μx = ∑ xi ρ(xi) → μx = n*p
c. σ2x = ∑ (xi - μx)2 ρ(xi) = ∑ (xi2 ρ(xi)) - μx → σ2 = n*p*q
In conclusione, se ci sono “n” prove indipendenti e sto contando i successi, si tratta di v.a. binomiale.
2. La v.a. Ipergeometrica H (N,n,p): in questo caso le prove non sono indipendenti (sono dipendenti), campionamento in blocco, estraggo le palline e non le reinserisco (senza reinserimento), ciascuna prova è condizionata dall’esito delle prove precedenti. In formula:
Riprendendo l’esempio svolto per la Bi:
Np
Nq
  4
6


       n° di B

per differenza
H(x׀  N,n,p) =      x
n-x   =      3
2    = 5/21 = 23,81% =   n° di B che voglio ottenere
per differenza    .


         N

       10




tot palline


         n

        5




tot estrazioni
	essendo:

n-x = numero di insuccessi

p = frazione di elementi favorevoli

q= 1-p = frazione di elementi sfavorevoli
	N = numero totale di elementi 

Np = numero elementi favorevoli

Nq = numero elementi sfavorevoli


Nota: se N è molto grande e n è molto piccolo (es.: N = 100 e n = 2) => la H tende alla Bi perché reinserire una pallina o non reinserirla praticamente non cambia nulla  (nota: argomento spesso chiesto all’orale).
3. La v.a. Geometrica Ge(p): è un caso particolare della binomiale (con reinserimento) in cui l’unico successo è l’ultima estrazione e conta il n° di prove x necessarie ad ottenere il 1° successo, essendo le prove indipendenti ed effettuate a probabilità costanti:
Esempio: P(1a B dopo 3N, cioè alla 4a estrazione)

Essendo indipendenti, calcolo la P(NNNB), ma ricordando che è = P(BNNN) = … = (6/10)3(4/10) 

Ge (x׀p) = (1 – p)(x-1)p 
= (1 – 4/10)(4–1) 4/10 = (6/10)3(4/10) = 216/1000*0,4 = 0,0864
Pertanto: 
μx = ∑ xi pi = 1/p
(risponde alla domanda: “quante prove sono necessarie in media?”)

σ2 = q/p2
4. La v.a. di Pascal (binomiale negativa) Pa(p,k): è la generalizzazione della v.a. geometrica, ma in questo caso il riferimento non è all’estrazione del primo successo, ma riguarda la probabilità di estrarre la Ka pallina bianca alla xa estrazione; è il verificarsi congiunto di due eventi tra loro indipendenti (con reinserimento).
Esempio (con riferimento alle solite palline B e N): P (estrarre la 2a pallina B alla 4a estrazione) =?

È l’intersezione di P(NBN), in tutti gli ordini possibili, con P (pallina B alla 4a estrazione).

Pa(p,k)=   x-1  pk-1 (1 – p)x-k p = 
x – 1  pk (1 – p)x–k =
3    (4/10)2(6/10)4–2 = 0,1728 = 17,28% 
   k-1  


k – 1


1

       Binomiale
     poiché: pk-1 p = p k = 3(4-1) 3 = 34
con: μx = k/p       σ2=kq/p2
5. La v.a. di Poisson ((): è un’approssimazione della Binomiale, si usa quando gli eventi sono molto rari e il numero delle prove è molto alto, in formula:
Po(x|λ) = (λxe-λ)/x!
Dove λ = n*p ≡ μ ≡ σ2
6. La v.a. Continua: si utilizza nel caso di una serie di valori non numerabili, in cui non ha senso calcolare la probabilità di un singolo punto (l’integrale in un punto è zero per definizione), ad ogni punto assoceremo un valore che è la densità, il calcolo della probabilità sarà fatto per intervalli. Il suo spazio campionario è ∞ non numerabile.
Formule: 
· Densità: f(X) = F’(X)= dF(x)/dx
· Media: μx = ∫-∞+∞ x f(x) dx
· Varianza: ∫-∞+∞ x2 f(x) dx – μx2
· Indice di asimmetria: 1/σ3 ∫-∞+∞ (xi – μ)3 f(x) dx
· Indice di curtosi (è uguale a quello di asimmetria ma è alla quarta): 1/σ4 ∫-∞+∞ (xi – μ)4 f(x) dx
La funzione di ripartizione è continua ovunque. Esempio:
f(x) =
¼
tra 0 e 4








0
altrove

Integrazione con la lezione del 3 Dicembre ’07: Quando lo spazio è un insieme numerabile, si è di fronte ad una v.a. discreta, mentre quando è definito tra 2 spazi si ha una v.a. continua. Se è continua è così definita:
F(X = x) = ∫0-∞ f(t) dt dove f(x) è la funzione di densità. Ha due proprietà:
1. f(x) ≥ 0 (la probabilità non può essere negativa)

2. ∫-∞+∞ f(x) dx = 1 (è la probabilità dell’evento certo)

Esempio facile:

derivata





Disegno:
F(x) =
0
x<0
f(x) =
0
x≤0
f(x) = 
¼
0<x≤4

x/4
0<x≤4

¼
0<x≤4

0
altrove

1
x>4

0
x>4



¼ 

 P(a<x<b) = F(b) – F(a) = P(2<x<3) = F(3) – F(2) = ¾ - 2/4 = ¼

 Infatti: ∫b-∞ f(x) dx – ∫a-∞ f(x) dx



   

0
2    3
4

Non sempre si usano gli integrali, spesso si può evitarlo utilizzando il metodo grafico.


Esempio nuovo, un po’ più complicato: introduciamo K.


f(x) =
Kx
0<x<8

1) f(x) ≥ 0 per quali valori di K succede?


0
altrove


Kx ≥ 0 ma x è compreso tra 0 e 8 quindi K ≥ 0.





2) con la 2a proprietà trovo K: ∫-∞+∞ f(x) dx = 1






= ∫0-∞ 0 dx + ∫80 (Kx) dx + ∫8+∞ 0 dx → (Torr.Barr.) →
→ [Kx2/2]80 = K82/2 – K02/2 → 32K = 1 → K = 1/32
7. La v.a. Uniforme continua (rettangolare) R(a,b): ha come parametri generici a,b che sono gli estremi in cui la variabile esiste, è un metodo grafico. 

μx = (b + a)/2
σ2 = (b – a)2/12
(12 è un n° fisso)
Esempio fatto in classe il 3 Dicembre 07:   1/(b–a)
f(x)
1/(b – a)

a<x<b

0

altrove

          a
   x  μx
b
F(x)
a

x<a

(x – a)/(b – a)
a≤x≤b


1

x>b
8. La v.a Normale N (μ, σ): viene anche definita variabile aleatoria gaussiana, la maggior parte della popolazione si trova intorno alla media. Questo tipo di esercizi non si risolve con calcoli numerici, ma con l’utilizzo delle tavole (vedi grafico di assicurazioni, con code della distribuzione).


     P.to di flesso
-½ [(x – μ)/σ]2
 f(x) =       1            *  e




X~N(μ, σ)

     √2π   σ











            μ    μ+σ
F(x) = ∫-∞x f(x) dx
La tavola della normale standard ha μ = 0 e σ = 1: N(0,1)
Formula di standardizzazione: z = (x – μ)/σ

Esempio 1: X~N(μ=170, σ=5)
P(x<172)
Fare SEMPRE il grafico!





F(172) = ∫-∞172 f(x) dx




Trasformiamo x in z, utilizzando le tavole:


   172

Fx(172) = Fx[(x – μ)/σ] = (172 – 170)/5 = 0,4


170   175
       x
A questo punto cerco 0,4 sulle tavole:




Intestazione di riga: 1° decimale




Intestazione di col.: 2° decimale




Otteniamo 0,6654 che, essendo vicini a μ

     -1
0  Z1   1

e avendo superato il 50% “ci può stare”.
Esempio 1bis: Se nell’esempio precedente sostituiamo P(x>163) → 1 – P(x<163) → per la simmetria (163 dista 7 da 170 come 177) → P(x<177) = 1 – Fz(-1,4) = 0,9192

Esempio 2: X~N(μ=98, σ=?) Manca un parametro, ma sappiamo che il 25% > 102.
P(x>102) = 0,25

Fx(102) = Fz(z1)
con z1 = (102 – 98)/σ
Procedo sulle tavole al contrario: cerco il valore più vicino a 0,75 (ho trovato riga 0,6 e colonna 0,07 → 0,7486) e trovo 0,67. 

Quindi: z1 = 0,67 → σ = (102 – 98)/0,67 = 5,9701492537313432835820895522388

Esempio 2bis: Se avessimo valori minori di μ, esempio: P(x<95) = 0,15 → per la simmetria (95 dista 3 da 98 come 101) → cerco sulle tavole (1 – 0,15) = 0,85 → z1 = 1,04 = (101 – 98)/σ → σ = 2,8846153846
Esempio 3 (è l’esercizio più difficile, che esce spesso all’esame): il 10% della produzione è > 10 ed il 20% < 9.

Trovare σ e μ.
P(x>10) = 0,10

P(x<9) = 0,20



       20%

10%




9         μ

10
z1 = (10 – μ)/σ → cerco sulle tavole (1 – 10%) = 0,9 → z1 = 1,28

(10 – μ)/σ = 1,28
- z2 = (9 – μ)/σ → cerco sulle tavole (1 – 20%) = 0,8 → z2 = -0,846
(9 – μ)/σ = -0,846

10 – μ = 1,28σ
Risolvo per differenza
9 – μ = -0,846σ

1 = 2,12σ
→ σ = 1/2,12 = 0,471698113207547169811320
Funzione di ripartizione della v.a. Normale standardizzata F(z) = P(Z<z)
Nota: su internet e su altri libri si trovano tavole che tengono conto “dell’altra metà della Gaussiana” (basta fare: -0,5).
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Esempio�
�
N�
(98*3)/(98*3+4*97)=


= 0,431 = 43,1%�
�
Malato�
98%�
3%�
�
�
Sano�
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97%�
�
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Binomiale approssimata:


Bi(n,p) → N(np, √npq)


La binomiale è simmetrica se p = q.


γ1 = (q – p)/√npq


Più la p si avvicina a q, più la binomiale si avvicina alla Gaussiana. Se sono molto distanti, per compensare si deve aumentare di molto n.





Attenzione! Quando l’incognita è la media, non si può ragionare immediatamente per simmetria





Le funzioni di ripartizione: misurano le aree delle funzioni (integrali); per tutte le variabili aleatorie, la F di ripartizione sono le ∑ da i a J che generano i valori cumulati. Cioè: per calcolare il 30% faccio la f (v.a.), mentre per calcolare ≤30% faccio la F (funzione di ripartizione). La funzione di densità è invece la derivata.








Nota bene: A ( B = ( significa che i due insiemi sono disgiunti. Solo in questo caso si può dire che (A ( B) = P(A) + P(B) e che (A ( B) = P(A)*P(B). Attenzione a non sbagliare negli esercizi!











