Appunti di “Statistica descrittiva” di Davide Benza
Introduzione al corso (su aula web di Imperia ci sono i testi degli appelli passati)
“Appunti di probabilità”, fino a pag. 100, + “argomenti di statistica descrittiva” + “temi svolti” (editi da ECIC). In tutto l’anno accademico dall’alto hanno deciso che è possibile dare soltanto 3 prove, con deroga +1 se siamo alla tesi. La prova scritta riguarderà descrittiva e probabilità e non è possibile svolgere una soltanto delle 2 per arrivare al 18. Chi passa per misericordia lo scritto deve presentarsi all’orale.

Introduzione sulla statistica descrittiva: Lunedì 19/02/07
Tratta gli indici che descrivono un fenomeno, ovvero la composizione della variabilità della realtà. La rappresentazione sintetica (per esempio quella svolta dall’ISTAT) è realizzata mediante grafici, tabelle etc. che riassumono, appunto, questi fenomeni. La statistica mono-dimensionale affronta un fenomeno alla volta. L’unità statistica è il soggetto o il gruppo di soggetti oggetto di studio.
N = popolazione totale (es.: 40 persone)

X = oggetto di studio (es.: colore degli occhi)
n = modalità = il modo in cui si esprime la mutabile (es.: 4: verde, blu, nero, castano)

f = frequenza = quante volte si ripete una modalità

F = frequenza cumulata (= fi + fi+1)

I fenomeni si dividono in 2 categorie:

1) variabile: quantitativo (es.: il tempo) → si manifesta in intensità o distanze
2) mutabile: qualitativo (es.: colore degli occhi) → si manifesta in modalità
a. ordinale (si può ordinare; es.: insufficiente, buono, cattivo)
b. non ordinale (non si può ordinare)

	X
	f = frequenza associata alle modalità
	f/N = frequenza relativa

	Castano
	15
	15/40

	Blu
	5
	5/40

	Verde
	10
	10/40

	Nero
	10
	10/40

	TOTALE n = 4
	N = 40
	40/40 = 1


Nel relativo grafico a torta o a istogrammi l’ordine è irrilevante. Formalizziamo (formalizzare significa rappresentare in maniera generica una frequenza):
	X
	f

	x1
x2
…

xi
…

xn
	f1
f2
…

fi
…

fn


Proprietà:
∑ni=1 fi = N = somma delle frequenze = f1 + f2 + …

∑ni=1 f/N = 1
Tutto quello che non dipende da i può essere portato fuori dalla sommatoria, in questo caso N: 1/N ∑f (se non scrivo i=1 e n nel simbolo di sommatoria, è sottinteso). Esempio:
	i
	X = giudizio
	f assoluta
	f/N
	%
	Fi
	F/N

	1
	Insufficiente
	10
	10/60
	…
	10
	…

	2
	Sufficiente
	20
	20/60
	…
	10+20 = 30*
	…

	3
	Buono
	20
	20/60
	…
	50
	…

	4
	Ottimo
	10
	10/60
	…
	60
	…

	TOTALE
	
	60
	1
	100%
	150
	…


* 30 sono i soggetti che hanno una votazione ≤ sufficiente. Nota: il calcolo della frequenza non si può fare per le mutabili: a livello operativo, si potrebbero definire, per esempio, le frequenze dei colori degli occhi, ma facendo una media non avrebbe senso.
Formula generale della frequenza cumulata: Fi ∑ij=1 f
Esempio: F3 = 50
Meno si arrotonda meno c’è sintesi. Nella tabella di frequenza, quindi, si ricorre a classi di intervalli (es.: altezza da 1,60 a 1,65: se misurassimo tutte le altezze al milionesimo di millesimo di millimetro sarebbe una funzione continua).
Bisogna stare attenti però che le classi di intervallo siano omogenee, altrimenti sulla stessa popolazione si possono generare risultati diversi o falsati. Altre volte le classi di intervallo sono volutamente disomogenee in quanto ai fini della ricerca è preferibile ordinarle in questo modo (es.: persone da 10 a 20, da 20 a 40 e da 40 a 70). Per la rappresentazione grafica delle classi di intervallo normalmente si ricorre agli istogrammi.
	X
	fi
	∆i = ampiezza
	fi/∆i = densità

	160 → 165
	55
	15
	55/15 ≈ 4

	165 → 170
	45
	5
	45/5 = 9

	TOTALE
	100
	20
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Lezione pomeridiana: Gli indici di posizione
Cerchiamo di eleggere una modalità a modalità tipica, cioè scegliere quella che sintetizza meglio la popolazione. Esistono:
· Medie empiriche (si deducono dalla definizione): moda, mediana

· Medie analitiche (risultano da elaborazioni matematiche): media geometrica, armonica, aritmetica e quadratica
1) la moda: calcolabile sia su mutabili sia su variabili, rappresenta la modalità con frequenza assoluta più alta.

	X
	f

	castano

biondo

rosso
	10

3

2

15


2) la mediana (della distribuzione): non è applicabile alle mutabili non ordinali, in quanto è necessario sfruttare l’ordinabilità dei caratteri per trovare il valore con frequenza cumulata relativa = 0,5.

N = 100; n = 4; Mo(X) = “superiori”; fmo = 40
Posizione della mediana: se n pari: n/2, se dispari: (n+1)/2
	X
	fi
	F
	F/N = f cumulata relativa
	%

	Elementari
	20
	20
	0,2
	20%

	Medie
	20
	40
	0,4
	40%

	Superiori
	40
	80
	0,8
	80%

	Università
	20
	100
	1
	100%


Me(X) = “Superiori”, perché racchiude il soggetto che è al centro della distribuzione.

Se fossimo esattamente al 50% teoricamente non esisterebbe mediana. Innanzitutto si cerca la classe mediana e modale, poi la moda e la mediana. La classe modale, se le densità non sono omogenee, è quella con frequenza più alta.

Con riferimento all’esercizio precedente (pag. 1 in fondo) 165 → 170 è la classe modale, la Mo(X) =167,5 (cioè la semi-somma, insomma la media). La classe mediana: 150 → 165. Sul libro c’è una “mega-formulazza” geometrica con dimostrazione.
F


Per trovare la mediana si fa la proporzione: 
0,72


(35 – 25):(Me – 25)=(0,72 – 0,42):(0,5 – 0,42) → Me – 25 = 0,8/0,3 → Me = 27,6667
0,5


Se si ipotizza un’equidistribuzione è sufficiente: (35 – 25)/(Me – 25) → Me = 27,6667
0,42


La mediana non risente dei dati anomali, cioè gli outliars, a differenza della media.
  25
Me      35
x

3) la media aritmetica: formalmente è: 


= μ(X) = M(X)
Anche qui si deve far attenzione alle classi di intervallo.

Domanda di salvataggio per l’orale: “le proprietà della media”:

A. è un indice perfettamente centrato o baricentrato. Qui introduciamo il concetto di distanza/scarto: xi – I → →scarto tra i-esima intensità ed una costante I (è la “solita” costante di Gini, la vedremo anche nell’equazione del Chisini):

  I è baricentrato se gli scarti > 0 non eccedono quelli < 0, cioè se il loro valore si compensa.

La media è l’unico indice che gode di questa proprietà, a meno che gli altri indici non corrispondano proprio alla media stessa. In poche parole: 5 + 6 + 7 = 6 + 6 + 6. Sul libro c’è lo sviluppo della formula.
Lezione del 20/02/07

B. minimizza la distanza della distribuzione di frequenze.

La distanza tra le coordinate reali ed il punto rappresentato dalla costante è la perdita di informazione, che va minimizzata (da geometria): d(X,I) = 

     = min. Per minimizzare posso togliere la √, tanto minimizzandone il contenuto la minimizzerei comunque. Ora aggiungo e sottraggo la media (si approfondisca sul libro):

∑(xi – μ+μ – I)2 fi = ∑[(xi – μ)+(μ – I)]2 f = ∑(x – μ) f = 0 se e solo se I = μ.

C. mantiene costante la somma delle intensità.
	X
	f
	xf

	2
3

4
	1
2

1

4
	2
6

4

12


D. gode della proprietà di linearità (y = a + bx): μ(a + bx) = a + bμ(x). (Sul libro ce ne sono 2 ma la 2a comprende la 1a) 
	X
	f
	xf

	15

20

25

300
	2

4

2

1
	2

6

8

9


4) la media armonica: quando esiste una relazione del tipo: v = s/t = velocità = spazio/tempo, la media aritmetica non è adatta a calcolare la velocità media di un percorso, in quanto la sovrastima. L’indice I si sostituisce alle varie velocità, assumendo quindi una velocità costante, ed il risultato ottenuto è denominato:
media armonica delle velocità parziali ponderate per gli spazi percorsi = I =


       La media armonica mantiene costante non la somma delle intensità ma la somma dei reciproci delle intensità (1/x non x).

5) la media quadratica: ad una superficie possiamo far corrispondere la misura lineare li = √si pari al lato di un quadrato corrispondente. Per trovare il lato medio di una serie di superfici possiamo utilizzare la media quadratica = l = Mq =

. Generalizzando: I =


. Ciò che si mantiene inalterato stavolta è la somma della superficie totale. Nota: se anche vi fosse un rettangolo o un cerchio piuttosto che un quadrato, comunque considereremmo il lato medio come se tutti fossero quadrati.




produttoria
6) la media geometrica: si pensi, in capitalizzazione composta al tasso medio di rendimento: 
Elaborando si ottiene: ln(Mg) = 1/N ∑ ni=1 fi ln(xi) → 
Lezione del giorno 26/02/07
A volte il problema può essere che la variabile osservata sia legata ad un’altra variabile vincolante.

Esempio 1: S = P * Q = spesa = prezzo * quantità. Si vuol calcolare l’I(X) che mantenga costante il livello di vendite.

I(x) = N/(∑ Ni=1 1/xi) = Ma(X) = media armonica dei prezzi.
Esempio 2: N = numeri di esercizi in cui sono stati venduti Y prodotti con prezzi di vendita X distinti. Si vuol calcolare il prezzo medio di vendita I(X) che mantenga costante il fatturato:
I(x) = ∑ Ni=1 xi yi / ∑ Ni=1 yi: media aritmetica dei prezzi xi ponderati per le quantità yi.

Esempio 3: calcolare ora il valore medio I(x) che lasci inalterata la quantità: I(x) = ∑ Ni=1 si / (∑ Ni=1 si/xi): media armonica dei prezzi xi ponderati per la spesa si. A seconda del vincolo iniziale cambia il risultato finale e la media da utilizzare.

La media analitica detta anche media potenziata racchiude tutti gli altri indici: tutte le medie sinora trattate sono casi particolari estratti dalla famiglia delle medie potenziate di ordine: r (μ(r)) → μ(r) = (μr)1/r per cui:

[image: image1]
Esercizio in classe
Calcolare la previsione per il 2007 con il tasso medio d’incremento (media geometrica), in capitalizzazione composta (vedi matematica finanziaria).
	T
	f

	2001

2002

2003

2004

2005

2006

2007
	100

110

90

115

130

150

?


La perdita di informazioni

La perdita di informazioni di ordine 0 è sempre una frequenza:

[image: image2]
Calcolare i principali indici: Moda, Mediana, Media, quindi la Perdita di informazioni.

	X
	fi
	Fi

	162
168

170

172

177

185
	3
5

10

6

4

2

30
	3
8

18

24

28

30


Perdita di ordine 2: L2(x) = ∑ni=1|xi – I|2 fi
Perdita di ordine r: Lr(x) = ∑ni=1|xi – I|r fi

[image: image3]
La dispersione
Essa è la manifestazione concreta che la mutabilità (attitudine ad esprimersi con modalità differenti) o variabilità (distanza tra fenomeni quantitativi) di un fenomeno ha espresso all’atto dell’osservazione:

· assoluta:

· nel caso della mutabilità comporta difformità tra le unità;

· nel caso della variabilità comporta distanza tra le unità.

· relativa:
· nel caso della mutabilità comporta difformità dall’indice di posizione;

· nel caso della variabilità comporta distanza dall’indice di posizione.

Analisi della mutabilità assoluta (γ)
La frazione di dispersione teorica massima D è:
0 ≤ D’ =
    D – Dmin    ≤ 1
con Dmin = 0 diventa normalizzata:
0 ≤ D’ = D / Dmax ≤ 1


Dmax – Dmin





Esiste anche l’indice di Shannon Ψ, ma non verrà chiesto all’esame.
Una misura del grado di dispersione delle mutabili proposta in letteratura è 

γ' (normalizzato) = γ / (1 – 1/n)
(compreso tra 0 ed 1)
(infatti l’indice max = 1 – 1/n)
· L’equidistribuzione delle frequenze individua la condizione di massima dispersione: γ ha valore massimo.
· La massima concentrazione individua la condizione di dispersione nulla: γ ha valore minimo.
Analisi della mutabilità relativa (δ)
È una misura normalizzata che quantifica il grado di difformità della mutabile dall’indice (nel nostro caso la Moda).
	X
	fi

	Piedi

Bus
Auto
	1

14

15

30


Metto 19/30 al denominatore per normalizzare: δ’ = [(30–15)/30]/(19/30) = 15/19 = Mo/max difformità = 
δmax = (N – f(Mo)min)/N dove f(Mo)min è il più piccolo numero intero maggiore di N/n (“motivo del +1”).
Analisi della variabilità assoluta  (∆) (pag. 56 vecchio libro)
	X
	fi

	175

180

185
	1

1

1

3


Si definisce distanza tra due unità la quantità |xi – xj|.
Si definisce misura di variabilità assoluta un opportuno indice delle distanze tra le singole unità.
Si definisce differenza quadratica media ∆ la media quadratica delle distanze intercorrenti tra le misurazioni, la cui formula non citiamo (se proprio volessimo sono a  pag. 59 del libro vecchia versione), perché si utilizza sempre la seguente:



(se N è grande → ∆ = σ √2) 
dove σ è lo scarto quadratico medio (che rivedremo più sotto).
Analisi della variabilità assoluta normalizzata 
È il valore massimo teorico che l’indice ∆ avrebbe potuto assumere:



(xn = xultimo; x1 = xprimo)
La condizione di massima variabilità assoluta consiste nel caso in cui le frequenze si presentano associate ai valori estremi della distribuzione ed equidistribuite (cioè ∆max si ottiene, per esempio, se distribuisco così: 15, 0, 0, 0, 0, 15, altrimenti è = ∆).
Lezione del 5 Marzo 2007: Analisi de “la variabilità relativa” (pag. 63 vecchio libro)
È un opportuno indice I di posizione delle quantità di = |xi – μ|, che quantifica la distanza della variabile dalla propria media aritmetica. Per affrontare il calcolo della varianza per prima cosa si calcola, dunque, la media aritmetica. Poi tutti gli scarti da essa, ponderati per le frequenze associate: 
Vediamo ora, invece, una formula che semplifica i calcoli, perché permette di evitare di calcolare tutti gli scarti:




esprimibile anche come:
La radice quadrata della varianza, o scarto quadratico medio σ, rappresenta la media quadratica delle distanze intercorrenti tra le singole misurazioni e la loro media aritmetica; esso mantiene la dimensionalità del fenomeno oggetto di studio (cioè l’unità di misura; es.: i Kg., i litri etc.).
Analisi de “la variabilità relativa normalizzata” (argomenti per l’orale, ma spesso c’è negli esercizi del libro) (σ2 / σ2max)
Quando ci troviamo di fronte ad unità di misura disomogenee o diverse per natura o valor medio, si può trasformare la variabile in numero puro, dividendola per la propria media aritmetica. Tale divisione porta al coefficiente di variazione
                 il rapporto tra scarti quadratici medi e μ.
Per normalizzare σ2 occorre calcolare, invece, il valore massimo teorico che esso può assumere, cioè nel caso teorico in cui le frequenze siano associate ai valori estremi, nel rispetto del vincolo di conservazione della media aritmetica, che individua la massima dispersione e variabilità relativa 
alla media aritmetica. In questi casi si rende spesso necessaria un’approssimazione ai numeri interi. Risulta così: 
Un caso particolare è quello in cui tutto è trasferito su un unico soggetto, lasciando gli altri a 0: x1 = 0 = min, mentre il max è la ∑tot.
La concentrazione (ricordarsi di ordinare in ordine crescente i dati in tabella, altrimenti il grafico risulterebbe tutto sballato)
Caratteristica fondamentale è la trasferibilità (cioè l’attitudine a concentrarsi su poche o molte unità) dell’intensità globale (per esempio, il reddito è trasferibile).
La concentrazione è misurata dal 
= Area OABCDO / Area OEDO
con 0 ≤ R ≤ 1
Dove:
E = (N – 1) / N = 99%
D = intensità cumulate normalizzate

F/N = frequenze cumulate normalizzate
OD = retta di equidistribuzione → concentrazione nulla

Lezione del giorno 15/10/07: La forma delle distribuzioni

I momenti centrali sono tutte le medie. L’indice centrato tiene conto degli scarti delle intensità e la media (per l’orale).

μ0 = 1 (il trattino indica che l’indice è centrato)

μ1 = 1/N∑ni=1 (xi – μ)fi → 



baricentratura = qualunque sia la distribuzione è sempre 0.
μ2 = σ2: la varianza è il momento centrale di ordine 2.
In generale, si definisce momento centrale di ordine r:




con r > 0
Il modello fondamentale proposto in letteratura per argomentazioni di natura scientifica e probabilistica (che sia rappresentato sotto forma di curve o di istogrammi costruiti con infiniti intervalli di ampiezza infinitesima) è quello della c.d. Curva Normale o di Gauss (la Gaussiana):


[image: image4]
La simmetria/asimmetria
φ(x) è simmetrica rispetto alla media se φ(μ – κ) = φ(μ + κ).
Come misura della asimmetria si utilizza, il 1° indice utile dispari, l’indice γ1 di Pearson: γ1 = μ[(X – μ)/σ]3 = μ3 / σ3
In caso di normalità l’indice di Pearson vale 0 e, per la sussistenza della condizione di simmetria, tutti i momenti centrali di ordine dispari (se esistenti) devono essere nulli. Vedere su AulaWeb la prova dell’8 Giugno 2006.
La curtosi
È la diversa eccedenza degli scarti assoluti dalla media (come nella differenza tra la figura tratteggiata e quella con la linea continua nel grafico di cui sopra) e si misura con l’indice di curtosi di Pearson γ2, che è come l’indice γ1, ma elevato alla 4a anziché alla 3a. La curtosi determina l’ampiezza grafica della gaussiana. Se è=3 la distribuzione è normocurtica, se>3 leptocurtica, se<3 platicurtica. 
Lezione del 13/3/7 o del 15/10/07: Inizio della statistica descrittiva bidimensionale (pag. 91 libro vecchio)
	
	y1
	y2
	…
	yj
	…
	ym
	Tot
	Scomposizione monodimensionale

X

f(x)

Y

f(x)

x1
f1.

y1
f.1

x2
f2.

y2
f.2
…

…

…

…

xj
fi.

yj
f.i
…

…

…

…

xn
fn.

ym
f.m
N

N

Formalizzazione di una tabella a doppia entrata: X|y è la  variabile condizionata e Y|x la condizionante (si legge x condizionato da y o dato y). I totali delle colonne e delle righe sono dette distribuzioni marginali. Le medie saranno anche chiamate medie condizionate, le varianze varianze condizionate etc. Il termine generico è fij.

	x1
	f11
	f12
	…
	f1j
	…
	f1m
	f1.
	

	x2
	f21
	f22
	…
	f2j
	…
	f2m
	f2.
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	

	xj
	fi1
	fi2
	…
	fij
	…
	fim
	fi.
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	

	xn
	fn1
	fn2
	…
	fnj
	…
	fnm
	fn.
	

	Tot
	f.1
	f.2
	…
	f.j
	…
	f.m
	N
	

	Media di x = μx = 1/N ∑ni=1 xi fi.  Media di y = μy = 1/N ∑mj=1 yj f.j 
	→

→
	Media di x condizionato y = μ (X|yj) = 1/f.j ∑ni=1 xj fij (per ogni j che va da 1 a m)
Media di y condizionato x = μ (Y|xi) = 1/fi. ∑mj=1 yj fij (per ogni i che va da 1 a n)

	Varianze condizionate: σ2 (X|yj) = 1/f.j ∑ni=1 [xi – μ(X|yj)]2 fij (j=1, …,m)
	σ2 (Y|xi) = 1/fi. ∑mj=1 [yj – μ(Y|xi)]2 fij (i=1, …,n)


Ovviamente rimangono valide le scomposizioni già viste della varianza. Ricordarsi che nella bidimensionale è fondamentale riportare i pedici.
Lezione del 19/3/7: L’indipendenza stocastica (pag. 99 del libro vecchio)
Tabella a doppia entrata (di partenza):
	8
	1
	1
	10

	10
	15
	5
	30

	12
	24
	24
	60

	30
	40
	30
	100


1) verifico se c’è indipendenza stocastica oppure connessione, costruendo la tabella di indipendenza stocastica:
a. moltiplico tra loro le corrispondenti distribuzioni marginali e le divido per N

b. il valore ottenuto è il valore di frequenza teorica che darebbe indipendenza stocastica

c. lo verifico per tutte le righe e le colonne (tutti i punti)

	10 * 30 / 100 = 3
	4
	3
	10

	9
	12
	9
	30

	18
	24
	60 * 30 / 100 = 18
	60

	30
	40
	30
	100


2) sottraggo alla tabella di partenza (a doppia entrata) quella stocastica e ottengo la c.d. tabella delle contingenze:
	8 – 3 = 5
	1 – 4 = – 3
	1 – 3 = – 2
	0

	10 – 9 = 1
	15 – 12 = 3
	5 – 9 = – 4
	0

	12 – 18 = – 6
	0
	24 – 18 = 6
	0

	0
	0
	0
	0


Essa rappresenta la distanza tra la tabella reale di partenza e quella teorica di indipendenza stocastica.

3) misuro il grado di connessione: 

(l’indice W di MORTARA dal 2007 non è più in programma)
PEARSON-PIZZETTI:

a. Sommo C2ij / Y*ij = valori delle contingenze al quadrato diviso le frequenze teoriche di indipendenza stocastica → trovo χ2(punto 2 al quadrato fratto punto 1)
	52 / 3 = 8,3
	(–3)2 / 4 = 2,25
	4 / 3 = 1,3
	11,85

	1 / 9 = 0,1
	9 / 12 = 0,75
	16 / 9 = 1,7
	2,55

	(–6)2 / 18 = 2
	0
	2
	4

	10,4
	3
	5
	18,4 = χ2


b. Normalizzo:
i. Posso trovare χ2max= Nmin:[(n – 1);(m – 1)]N = numero minore tra numero di righe e numero di colonne – 1, moltiplicato per N. In questo caso: (3 – 1)x100 = 200. Questo è un metodo più veloce, ma dà risultati completamente diversi da quello calcolato con la tabella di massima connessione, quindi bisogna successivamente ricordarsi di normalizzare sempre secondo questo indice. Altrimenti:
ii. Trovo la tabella di massima connessione (da quest’anno senza il vincolo del rispetto del segno, ma rispettando il vincolo della conservazione delle distribuzioni marginali, dando + zeri possibili):

	10
	0
	0
	10

	0
	30
	0
	30

	20
	10
	30
	60

	30
	40
	30
	100


iii. Trovo χ2max = ∑(Tabella di massima connessione – Tabella di indipendenza stocastica)2
Tabella di indipendenza stocastica

	(10 – 3)2/3 = 16,333
	4
	3
	

	9
	(10 – 12)2/12 = 27
	9
	

	(20 – 18)2/18 = 0,222
	(10 – 24)2/24 = 8,166
	(30 – 18)2/18 = 8
	

	
	
	
	84,722 = χ2max


Nota: quando c’è lo zero si semplifica ed il risultato corrisponde al numero della tabella di indipendenza stocastica:
(0 – Tabella di indipendenza stocastica)2/ Tabella di indipendenza stocastica = tabella di indipendenza stocastica.
iv. Controllo:  χ2max dev’esser ≤ N x min [(n – 1);(m – 1)]
v. Normalizzazione: χ2/χ2max =18,4/84,722 = 0,217 oppure: 18,4/200 = 0,092
L’indipendenza in media

Una variabile è indipendente in media da un’altra se le sue medie condizionate sono tutte contemporaneamente uguali tra loro e quindi necessariamente uguali alla media non condizionata: μ(Y|x1) = … = μ(Y|xn) = μY
Detto in altre parole esiste indipendenza in media di Y da X se e solo se μ(Y|xi) – μY = 0 (con i = 1, …, n)

L’indipendenza in media di una variabile da una seconda non comporta necessariamente l’indipendenza in media della 2a dalla 1a. L’interindipendenza in media è la condizione di mutua indipendenza in media di una variabile dall’altra.

Teoremi:
· l’interindipendenza o l’indipendenza in media è condizione necessaria ma non sufficiente per quella stocastica.

· l’interindipendenza o l’indipendenza stocastica è condizione sufficiente ma non necessaria per quella in media.

Si definisce grado di dipendenza in media la distanza intercorrente tra le medie condizionate e la media non condizionata, che rappresenta la condizione di indipendenza in media. Si elegge a misura del grado di dipendenza in media della Y dalla X la quantità: σ2Y = σ2[μ(Y|X)]
Scomposizione della varianza

· La quantità σ2Y, varianza delle medie delle distribuzioni condizionate, è detta varianza spiegata. Rappresenta quella frazione della varianza totale, σ2Y, spiegata (cioè posseduta) dalle medie condizionate.
· La quantità σ*2Y, media delle varianze delle distribuzioni condizionate, è detta varianza residua. Rappresenta quella frazione di varianza totale σ2Y, non spiegata dalle medie condizionate:
La varianza totale è data dalla spiegata più la residua: σ2Y = σ2Y + σ*2Y 
Da cui: 0 ≤ σ2Y ≤ σ2Y
Il rapporto di correlazione η2
Si usa se y è una variabile. È la normalizzazione della varianza, cioè la spiegata sulla totale. È una misura della difformità delle medie condizionate dalla loro media, ovvero una misura della dispersione della distribuzione delle medie condizionate.
È = 1 se la residua = 0, infatti ciò implicherebbe che la spiegata fosse = totale.
· Y è indipendente in media da X se e solo se: σ2Y = 0
· X è indipendente in media da Y se e solo se: σ2X = 0

È la frazione normalizzata di varianza totale spiegata delle medie condizionate.
L’indice γ di Gini e τ di Gini-Goodman-Kruskal 
(Nota: pi. = fi./N)
Si usano se y è una mutabile. Mentre η2 analizzava fenomeni quantitativi, allo stesso modo, con questo indice τY, si analizzano quelli qualitativi. Si rappresenta una misura della difformità delle distribuzioni condizionate dalla distribuzione marginale, calcolando i quadrati delle distanze intercorrenti tra le singole distribuzioni condizionate e la distribuzione marginale. Ricordiamo che, laddove non sussista dipendenza, tutte le distanze sarebbero = 0 → τ = 0.
Se per le variabili abbiamo utilizzato la varianza σ2, per le mutabili utilizziamo l’indice γ di Gini. Es. 3 Temi svolti:



La covarianza

(da qui in poi tratteremo sempre variabili)

[image: image5]
	N
	X
	Y
	(xi – μi)(yi – μy)
	XY
	La covarianza è la media della sommatoria delle distanze delle 2 variabili dalle proprie medie, tra loro moltiplicate.
Si può calcolare nei 2 seguenti modi:
1) σxy= 46/3 = 15,3 oppure:
2) σxy= 186/3 – 30/3 x 14/3 = 15,3

	1
	2
	3
	(2-4,6)(3-10)= 18,2
	6
	

	2
	4
	9
	(4-4,6)(9-10)= 0,6
	36
	

	3
	8
	18
	(8-4,6)(18-10)= 27,2
	144
	

	3
	14
	30
	46
	186
	


Il coefficiente di correlazione (“rho greco”) 


misura l’intensità del legame tra le 2 variabili: assume valori estremi in presenza di massimo legame funzionale (diretto quando ρ = 1, inverso se = -1). Detto male, è una specie di “covarianza normalizzata”. Facendo un esempio, 0,66 corrisponde all’85,2%, non al 66%:
    85,2%



Nota: se ρ = 0 non significa sempre che non ci sia dipendenza; per esempio:
   -1

0
0,66
 1
con una retta // asse x, ρ = 0, ma anche con la parabola ρ potrebbe esser = 0.
La retta di regressione
Nel precedente diagramma relativo alla covarianza, abbiamo aggiunto in azzurro tratteggiato la rappresentazione grafica di una possibile funzione interpolante, atta a sintetizzare la natura della dipendenza della Y dalla X, ed in verde la retta di regressione, atta a sintetizzare la natura della dipendenza in media della Y dalla X: 

      (dove “1” indica il grado della funzione) è l’equazione della retta di regressione, che soddisfa la condizione di accostamento dei minimi quadrati (cioè la distanza minima) d(Y, Y*) = min. Applicando tale condizione in un sistema di derivate parziali, troviamo i coefficienti della retta di regressione:
              σXY
      σXY
a = μY – 
    μX
b =

              σ2X
       σ2X
Il rapporto di correlazione lineare ρ2 
(0 ≤ ρ2 ≤ 1)
Ci si pone ora il problema di misurare la capacità interpolativa della retta di regressione.
· La media dei quadrati degli scarti dei valori effettivi yi dai valori teorici 1y*i è detta varianza residua dalla retta di regressione. Rappresenta quella frazione di varianza totale σ2Y non spiegata (quindi residua) dalla retta di regressione: 
· La media dei quadrati degli scarti dei valori teorici 1y*i dalla media μY è detta varianza spiegata dalla retta di regressione. Rappresenta quella frazione di varianza totale σ2Y spiegata (cioè posseduta) dalla retta di regressione: 
La retta di regressione scompone pertanto la varianza totale della variabile dipendente Y in spiegata più residua. (pag. 143 libro vecchio)
· Dividendo la varianza spiegata dalla retta di regressione per la varianza totale di Y si ottiene il rapporto di correlazione lineare ρ2, frazione normalizzata di varianza totale spiegata dalla retta di regressione, che, esprimendo congiuntamente l’attitudine di ognuna delle due variabili ad essere funzione lineare dell’altra, rappresenta una misura dell’interdipendenza lineare intercorrente tra le due variabili: 
Confrontando il rapporto di correlazione η2 con il rapporto di correlazione lineare ρ2 scopriamo che: 0 ≤ ρ2 ≤ η2Y ≤ 1
Il segno di uguale sussiste se e solo se le medie condizionate sono tutte allineate, cioè coincidono con i valori teorici corrispondenti, quindi anche la varianza spiegata dalla retta è uguale alla varianza spiegata.
· L’indice di dipendenza lineare

  frazione normalizzata di dipendenza esistente spiegata dalla retta di regressione, rapporta queste 2 grandezze e misura l’attitudine del modello lineare a sintetizzare il grado di dipendenza esistente in relazione al modello funzionale rappresentato dalle medie condizionate.
Se l’indice è vicino allo 0, la retta di regressione non spiega sufficientemente la dipendenza, quindi bisogna passare al polinomio di grado superiore. Prima analizziamo 3 casi particolari (su 6, gli altri sono da approfondire sul libro vecchio a pag. 149):
La perfetta interpolante rispetto ad y
ρ2 = η2y = 1
e naturalmente: 1δ2Y = ρ2 / η2y = 1

Esempio:

	2

	0

	0


	0

	1

	0


	0

	0

	3



	
	
	La varianza residua dalle medie condizionate σ*2 e la varianza dalla retta 1σ*2Y sono = 0. Trattasi della massima efficacia di sintesi.


La migliore interpolante


0 < ρ2 = η2y < 1
e naturalmente: 1δ2Y = ρ2 / η2y = 1 (come sopra)
	2

	1
	0


	0

	0
	0


	0

	1
	3



	
	
	Le due varianze sono =, ma generate da concetti distinti.

Le medie condizionate sono allineate (di cui la retta è la perfetta interpolante). Trattasi del caso di non migliorabilità: c’è residuo ma non è eliminabile.


Situazione migliorabile


0<ρ2<1 e η2Y=1
e naturalmente: 0 ≤ 1δ2Y = ρ2 / η2y ≤ 1
	2
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	0
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	0
	0


	0

	0
	3



	
	
	Le medie condizionate non sono allineate.
La varianza residua dalla retta è diversa da 0: 1σ*2Y ≠ 0.
La varianza residua dalle medie è =0: σ*2 = 0.




La parabola di regressione (y = cx2 + bx + a)
· La media dei quadrati degli scarti dei valori effettivi yi dai valori teorici 2y*i è detta varianza residua dalla parabola di regressione. Rappresenta quella frazione di varianza totale σ2Y non spiegata (quindi residua) dalla parabola di regressione: 
Si noti che, rispetto alla definizione fornita per la retta di regressione, a parte la formula, cambia soltanto: 1y*i → 2y*i
Stesso dicasi per la varianza spiegata dalla parabola, la cui formula è:  
Ancora una volta, varianza spiegata + varianza residua = varianza totale. Allo stesso modo, il rapporto di correlazione ora non è più lineare bensì parabolico: 2η2y e rappresenta la frazione normalizzata di varianza totale σ2Y spiegata dalla parabola di regressione. Si noti, che, spiegando di più la parabola, il residuo che ne deriva è < rispetto alla retta. L’indice che ora misura l’attitudine della parabola a sintetizzare il grado di dipendenza è il rapporto di dipendenza parabolico (non più lineare):


(come sempre, se non c’è residuo è = 1).
Salendo ulteriormente di grado, troveremo, quindi, il valore rη2y detto rapporto di correlazione polinomiale di grado r.
La regressione multipla lineare (pag. 171 libro vecchio)
Se la parabola di regressione fornisce miglioramenti irrilevanti, lo studio della dipendenza può essere approfondito ipotizzando che la variabile Y dipenda da più di una variabile condizionante, passando al piano di regressione multipla, la cui equazione è: Y*XZ = a + bX + cZ.

Lo sviluppo dei rapporti tra i determinanti generati dal sistema che ne scaturisce fornisce i coefficienti:

· Il coefficiente a è l’intercetta del piano sull’asse Y;

· Il coefficiente b indica che, posto Z costante, all’aumentare di un’unità della X si riscontra un aumento medio della Y;

· Il coefficiente c indica che, posto X costante, all’aumentare di un’unità della Z si riscontra un aumento medio della Y.
Il modello di grado 0 Integrazione con la lezione del 5 novembre 2007

Formula generica di polinomio: Y = f(x) = a0 + ax + a2x2 + … + anxn

max = n – 1 (es.: se n = 3 → parabola)

Se il grado è 0, significa che la variabile indipendente x non è considerata: y = a0 (ha poco senso è un caso di dottrina).

∑(yi – y*i)2 = min
al posto di y*i sostituisco il polinomio y*i = a0. Pertanto:
∑(yi – a0)2 = min

1) faccio la derivata

  y


2) la media è quella costante che rende minima la sommatoria delle distanze → 0y = µy.

µy

← è il polinomio di grado 0: non spiega nulla; varianza spiegata = 0σ2y = 0 → è tutto residuo.

   x

µσ*2y = 1/N∑(yi – µy*i)2
0σ2y = 1/N∑(yi – µy)2 = varianza totale: se il residuo è massimo → varianza totale = varianza residua.
Sappiamo che l’indice di miglioramento r+1ρ2Y = (rσ*2y – r+1σ*2y)/rσ*2y esprime il beneficio che si ottiene nel passare ad un polinomio di grado superiore. Nel caso del passaggio dalla retta alla parabola si passa dal grado 1 al grado 2.
In questo caso si passa dal grado 0 al grado 1: (0σ*2y – 1σ*2y)/0σ*2y. Poiché abbiamo appena detto che 0σ*2y = σ2y,
(σ2y – 1σ*2y)/σ2y = 1σy2 / σy2 = ρ2 quindi ρ2 è anche considerabile come indice di miglioramento da grado 0 a grado 1.
La regressione e correlazione parziale

Si definisce retta di regressione parziale la retta che spiega il legame lineare tra due variabili X e Y depurate dal legame lineare che hanno dalla Z:
ZY = a + bXZ 

Si definisce coefficiente di correlazione parziale il coefficiente di correlazione esistente tra gli scarti che le variabili X e Y hanno dalle rette di regressione che ne spiegano la dipendenza lineare dalla variabile Z:
ZρXY = b(σX/σY) = σXY/(σXσY)

Integrazione con la lezione del 12 Novembre 2007: abbiamo studiato y in dipendenza di x e z. Ora vogliamo sapere come si comportano x e y congiuntamente se z è costante. Y = f(x, z). Che differenza c’è con y = f(x)? Z viene contemplata, ma è costante. Per l’orale: cosa sono i residui di x da z? Si ipotizzi di avere y*=f(z); x*=f(z).

Calcolo i residui: y – y*; x – x* (valori teorici – residui). La formula della retta di regressione parziale è:
zy = µy + b(x – µx)
b, c sono i coefficienti del piano (se siamo fortunati negli esercizi a,b,c potrebbero esser dati)
xy = µy + c(z – µZ)
y = a + bx + cz

retta: y = f(x|z)
x = µx
z = µz

y = a + bx + cµz
y = a + bµx + cz.
È l’intersezione di 2 piani → è una retta.

Se y = 250 – 7x + 4*3 = 262 – 7x

xy = 250 – 7 * 40 + 4z = –30 + 4z

Punti che servono per gli esercizi: è  come la parabola z = x2, i calcoli sono uguali; in un caso c’è una variabile al quadrato, nell’altro c’è una nuova variabile. Saltare le dimostrazioni delle formule.

Ultimo argomento: funzioni linearizzabili
Y = a + b1/x non è lineare, ma è linearizzabile → 1/x = w → y = a + bw → lo trasformo in retta (stessa cosa se ci fosse il logaritmo naturale di x: lo pongo = w).
Mo(X) = “castano”; fmo = frequenza modale = 10	Attenzione: non confondere! Mo(X) ≠ fmo


3 e 2 costituiscono la perdita di informazione o danno.


Se non avessimo castano biondo etc. ma delle classi di intervallo (per esempio delle altezze) avremmo una classe modale (per esempio: 160-170 cm.) rappresentata dal suo valore centrale (165) e sarebbe necessario tener conto dell’ampiezza dell’intervallo.





Attenzione a non cadere nell’errore di non considerare l’ampiezza di un intervallo. Se gli intervalli sono disomogenei è necessario rapportarli per renderli omogenei.





Me(X) = 12/4.


Chisini disse: se si sostituisce a ciascuna intensità un valore costante I, cioè x = I, I = μi, la somma rimane inalterata. Ciò crea una perdita di informazione.





          σ2X	          σ*2X	    spiegata	         residua


η2X =	= 1 – 	=	= 1 – 


           σ2X	           σ2X	      totale	          totale





  O      0,4         0,7	0,9  1      F/N





se r = – 1 → Ma = media armonica


se r = 0 → Mg = media geometrica


se r = 1 → μ = media aritmetica


se r = 2 → Mq = media quadratica


Rispettano tutte la condizione di equivalenza del Chisini  e la condizione di internalità di Cauchy.





Armonica





Geometrica





Aritmetica





Quadratica





100(1 + i)


100K = 150


100 (1 + i)5 = 150


(1 + i)5 = 150/100 = 1,5


1 + i = 5√1,5 → i = (5√1,5)/1,084 = 0,084


Allo scritto difficilmente troveremo un testo che chieda “si calcoli la media armonica”…
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La moda è l’auto, la frequenza modale è 15. La frazione di soggetti difformi dalla moda è 1+14 = 15.


La frequenza minima associabile al valore modale, cioè il minimo perché esista la moda, è:


N/n + 1 = f(Mo)min = 30/3 +1 = 11 (altrimenti sarebbe a-modale, cioè senza moda).


δmax = (30 – 11)/30 = 19/30 = massima difformità dalla Moda teorica.





|175 – 180| = 5	→ (32 – 3) / 2 = 3 → numero κ di possibilità di coppie differenti individuabili


|175 – 185| = 10


|180 – 185| = 5 			In formula: 


Distanza euclidea: √|xi – xj|2





Mo(x) = 170


fmo = 10


Me(x) = 170 (perché 18 “tiene il 15”)


μ = 171,2


L0(x) = N – fi(x)


L1(x) = ∑ni=1|xi – I| fi
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1) La perdita di informazioni di ordine 0 viene minimizzata dalla moda.


2) La perdita di ordine 1, cioè L1(x) = ∑Ni=1|xi – I|, viene minimizzata dalla mediana. 


(sul libro vecchio pag. 23, volendo, c’è la dimostrazione).


3) la perdita di ordine 2 viene minimizzata dalla media aritmetica.





171,2


4) se r = 0 si genera una forma indeterminata, allora semplicemente si sostiene che tenda a zero, quindi tutto tenderà a zero (meno importante per lo scritto).
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È una misura atta a quantificare l’intensità del legame/dipendenza funzionale tra una variabile X ed una Y. È il momento misto centrale di 2° ordine – medie.


Se (xi – μi)(yi – μy) è il prodotto degli scarti tra i valori assunti da ogni unità e le rispettive medie → → la covarianza è: σxy = 1/N ∑Ni=1 (xi – μi)(yi – μy)


    oppure: σxy = 1/N ∑Ni=1 xiyi – μyμx





Il 2° metodo è più semplice: evita di calcolare tutti gli scarti dalle medie.
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Si osservi, infine, che, qualora abbia senso, è possibile ricercare anche la retta di regressione che spiega la dipendenza della X dalla Y:


a = σXY / σ2Y	b = – (σXY / σ2Y) μY + μX


Altra formulazione retta: y = μy + ρ σy/σx (x – μx)      (pag. 139 libro vecchio)
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δ’ = (N – f(Mo))/N     =   N – f(Mo)     =


        (N – f(Mo)min)/N       N – f(Mo)min


=    N – f(Mo)   .


    N – (N/n + 1)





0.12








	   1	  –½[(x – μ)/σ]2		con: γ1 = 0


φ(x) = 		e			con: –∞ < x < +∞


σ√2π





Se γ1 = 0 simmetria


se γ1 > 0 asimmetria positiva


γ1 < 0 asimmetria negativa





Momento centrale di ordine 3:


μ3 = 1/N∑ni=1(xi – μ)3fi








Nota: non si interpreta così: 1/N∑(xy – μyμx)


Ma così: (1/N∑xy) – μxμy


E quindi: μxy – μxμy





2σ2Y = 1/N∑N i=1 (a + bxi + cx2i – μY)2





2σ*2Y = 1/N∑N i=1 (yi – 2y*i)2





2δ2y = 2η2y / η2y





μx = 1/N ∑Ni=1 xi fi





∑ni=1 (xi – I) fi = 0.





√∑ni=1 (xi – I)2 fi





Ma = N/∑ni=1 (1/xi) fi.





√∑ i li2 fi / N





Mq = √1/N ∑ni=1 xi2 fi





Mg = N√Πni=1xifi





Mg = exp{1/N ∑ ni=1 fi ln(xi)}.





l’indice γ di Gini = ∑nt=1 fi/N (1 – fi/N)





δ’ = δ / δmax





(N2 – N) /2





∆ = σ √2 √N/(N – 1)





varianza = σ2 = 1/N ∑ns=1 |xs – μ|2 fs





σ2 = 1/N ∑ni=1 xi2 fi – μx2





(c.v. = σ/μ):





σ2max = μ (x1 + xn) – x1xn – μ2





rapporto di Gini R = A / Amax =





1/N∑ xi fi – 1/Nμ∑fi = 0:





μr = 1/N∑ni=1 (xi – μ)r fi = μ (X – μ)r





ρ = σxy / σx σy





1Y* = a + bx





1σ*2Y = σ2Y – σ2XY / σ2X





1σ2Y = σ2XY / σ2X





ρ2 = 1σ2Y / σ2Y





δ2y = ρ2y / η2y,





(xi+1 – xi):(Me – xi)=(Fxi+1 – Fxi):(F0,5 – Fxi)





σ*2Y = 1/N∑ni=1(Y|xi)fi.
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γy = γ(Y|xi) = ∑mj=1fi/N(1 – fi/N)	Gini: per i caratteri qualitativi (corrisponde alla varianza per i caratteri quantitativi).


Dove, a seconda che si cerchi l’incidenza di X su Y o Y su X, fi può essere il totale di colonna o di riga: fi.= riga; f.j = col.


γMax = 1 – 1/n			Gini Massimo teorico


γ’ = γ/γMax			Gini Normalizzato


γ1, γ2, γ3… = γ (per “colonne”)		Gini per classi: difformità in dipendenza = dispersione condizionata. Uso fi. non f.j


γ*y = ∑ni=1γ(Y|xi)pi.		Gini Residuo: è la sommatoria di tutti i Gini moltiplicati per fi/N,


= γ1*totale col1/tot+ γ2*totale col2/tot…quindi è la media ponderata delle misure di dispersione = dispersione residua


γy = ∑ni=1d2(Y|xi.Y)pi.		Gini Spiegato. O anche = Gini – Gini residuo.


          γY	          γ*Y	    spiegato	         residuo	L’indice di Gini-Goodman-Kruskal è come il rapporto di correlazione η2, ma per le mutabili.


τ2X =�	= 1 – �=�	= 1 – �	È dato infatti dal rapporto tra l’indice di Gini residuo e l’indice di Gini totale, oppure da:


           γY	           γY	      totale	          totale	1 – Gini residuo/Gini totale (più facile negli esercizi). Misura l’intensità della dipendenza.
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Assume, ovviamente, valore positivo in presenza di relazione diretta e negativo se inversa.
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∆max ≈ |xn – x1| / √2





Nota: Se ρ2 = 0 la retta è parallela all’asse x con y = µ.





σ2 = μ2 – μx2 = (x2f)/N – μx2








