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…e se fosse stata una moltiplicazione, come sarebbe diventata l’integranda?
Sarebbe rimasta soltanto la funzione (sint – ½)+, visto che da 0 a π la funzione (sint – ½)+ verrebbe moltiplicata per 1 (quindi non varierebbe) e dopo π verrebbe moltiplicata per 0, dando 0, come nella funzione (sint – ½)+, appunto.
La linea spessa è, quindi, l’integrale:

[image: image8]
Si calcoli ora F (π, 0). Per farlo riparto dall’algebra dell’integranda.
F (π, 0) = ∫5/6ππ 1 dt 
+  ∫π/65/6 π (sin(t) + ½) dt 



+ ∫0π/6 1 dt =
= 
t |5/6ππ 

+(-cost) 


+ ½t | π/65/6 π

+ t |0π/6 
=
(Torricelli-Barrow)
= 5/6 π – π

– cos(π/6) + cos(5/6π) 
+ ½ π/6 – ½*5/6 π + 
0 – π/6 
=
= 5/6 π – π 

– √3/2 – √3/2 + π/12 – 5/12π 


– π/6 
= – 2/3 – √3
Si calcoli ora F(π, 2π). (si veda la tabella dei valori notevoli delle funzioni trigonometriche)
F(π, 2π) = ∫2ππ – cost dt = – sent |2ππ = – sen2π + senπ = 0 + 0 = 0


Seguono alcuni appunti dal quaderno delle superiori:
f(x) = x3 – x 

D = R





– √3/3
f’(x) = 3x2 – 1

Punti stazionari (max e min): 3x2 – 1 = 0
→
x2 = 1/3


+ √3/3





          -1

       1

y = √x



y = k
(infatti la derivata di un numero è 0)
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y =   x   .
      x2+1
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· Derivata (nel grafico è tratteggiata):
y’ = x2 + 1 – 2x2 = 1 – x2  .

(x + 1)
  (x + 1)
f(x) = 3√x3 + 3x2

D = R

   x2 + 2x

f’(x) =      _________
D = {x € R, x ≠ 0 U x ≠ –3}

√( x3 + 3x2)2

[image: image12]
y =     x2   .
D: x ≠ 1
       x3 – 1
y’ = 
2x(x3 – 1) – (3x2)(x2) = 2x4 – 2x – 3x4 = 
– x4 – 2x


(x3 – 1)2

(x3 – 1)2

(x3 – 1)2

[image: image13]
y = x ln2 x
D: x > 0

y’ = ln2 x + 2 lnx
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y = sen 2x + 2 sen x

y’ = cos 2x * 2 + 2 cosx = 2 (cos2x + cosx) = 2(cos2x – 1 + cosx)

y’ = 0

2cos2x + cosx – 1 = 0


∆ = 1 + 8 = 9

cosx = 
– 1 ± 3 = –1, ½

cosx = 1, ½
x = ± π
4 x = ± π/3

se x = π/3
y = sen 2/3π + 2sen π/3 = √3 /2 + √3 = (3√3)/2
se x = – π/3
y = – (3√3)/2
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y =    x  .
        lnx

y’ = 1(lnx) – x * 1/x = 
lnx – 1

ln2x

  ln2x
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  x3
y=

x+1

y’ =          1          . *  3x2 (x + 1) – x3 *1 =
½ (2x + 3) √[x/(x+1)3]
        2√[x3/(x+1)]

(x + 1)2

Grafico della derivata





Grafico della funzione:
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Seguono le rappresentazioni grafiche dagli esercizi dell’università…


       x

sin(t)



F (π/2, x) = ∫



      dt


[0, 2π]


(01Feb2005)

      π/2
    cos((t – 5π/3)+ – π/3)


   sin (t)



(t – 5π/3)+


abbasso di π/3
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Ora applico il coseno. Ricordo dalla “Tabella dei valori notevoli delle funzioni trigonometriche” che:
cos(π/3) = ½ e cos(t);     risulta:

[image: image22]
Ora faccio Num/Den algebricamente:
· Ora disegno il numeratore: 2sen(t)

+1: traslo verso l’alto di 1


tra 0 e 5π/3

[image: image23]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image24]      
[image: image25]
· Ora verifico la continuità in 5π/3, sostituendo alla t 5π/3 in entrambe le equazioni di f(t). Se il risultato è lo stesso, allora la funzione è continua (cioè: i 2 pezzi della funzione si toccano).
· sen (5π/3) = – √(3/2) = – √(3/2) * 2 
= – √3 +1


cos (5π/3)
½

· 2sen(5π/3) +1 =  2 * (– √(3/2)) +1

= – √3 +1

· Questo implica, ovviamente, anche che il punto di incontro è in: – √3 +1

· Ora aggiungo tg(t) +1 all’ultimo grafico:
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Si calcoli ora F(π/2, 0) = ∫0π/2 2sent + 1 dt = 2∫sent dt + ∫1dt = (vedi tabella delle primitive) 2 (-cost)| 0π/2 + t|0π/2 
(Utilizzando Torricelli-Barrow) 2*[(–cos0)–(–cos(π/2))] + 0 – π/2 = (vedi tabella valori notevoli) 2*[–1–0] – π/2 = – 2 – π/2
Abbiamo così trovato anche il punto di partenza (o punto minimo): – 2 – π/2


    x
F (0, x) = ∫ ((t – [t]) (t + [t]) – (t)+) dt


[-2, 2]


(12Sett2005)

   0
   ↓
Disegno la parte intera di t =[t]…poi procedo algebricamente (per sostituzione, per trovare t – [t]), poi moltiplico t + [t]:

[image: image29]Ora devo sottrarre la parte positiva di t: 
[image: image30]Svolgo ancora algebricamente…
(t – 2) (t + 2) – 0;

–2 ≤ t < –1

t2 – 2t + 2t – 4 
= t2 – 4;

–2 ≤ t < –1

(t – 1) (t + 1) – 0;

–1 ≤ t < 0
=
t2 – t + t – 1
= t2 – 1;

–1 ≤ t < 0

t2 – t;


  0 ≤ t < 1

t2 – t;



  0 ≤ t < 1
(t – 1) (t + 1) – t;

  1 ≤ t ≤ 2

t2 – t – 1;


  1 ≤ t ≤ 2

Ora, prima di procedere a disegnare la funzione integranda, calcolo i punti delle varie parabole.
· Tra – 2 e – 1 so che è una parabola rivolta verso l’alto (perché è positiva) abbassata di 4.
· Stesso ragionamento tra – 1 e 0: parabola rivolta verso l’alto che parte da – 1.
· Tra 0 e 1, invece, calcolo i punti con Ruffini: ∆ = 1 – 4(1)(0) = 1
t1,2 = (+1 ± √1)/2 = 1, 0
So che la parabola tocca l’asse x in 1 e in 0. Ora calcolo i punti del vertice: xv = –½, yv = –1/4.
· Tra 1 e 2, calcolando i punti con Ruffini abbiamo: t1,2 = (+1 ± √5)/2; vertice in: (½, -5/4).

Disegno l’integranda e poi la integro:


[image: image31]

     F(0,x)

[image: image32]
Si calcoli ora F(0,2) (ovvero: spezzo tra 0 < x < 1 e tra 1 < x < 2):

(Riparto dalle formule del sistema finale)

F(0,2) = ∫10 t2 – t dt + ∫10 t2 – t – 1 dt = risolvo tutto per linearità = ∫10 t2 dt – ∫10 t dt + ∫21 t2 dt – ∫21 t dt – t|21=
= t3/3|10 – t2/2|10 + t3/3|21 – t2/2 – t|21= risolvo con Torricelli-Barrow =

= 1/3 – (½ – 0) + (8/3 – 1/3) – (2 – ½) – (2 – 1) = –2/6 = –1/3
Si calcoli ora F(0, –2) (ovvero: spezzo tra –2 < x < –1 e tra –1 < x < 0):
(Riparto ancora dalle formule del sistema finale)
F(0, –2) 
= ∫0-1 t2 – 1 dt 

+ ∫-1-2 t2 – 4 dt =


= t3/3|0-1 – t|0-1 

+ t3/3|-1-2 – 4t|-1-2 = risolvo con Torricelli-Barrow =

= 0 – (–1/3) – (0 + 1) 
+ (–1/3 + 8/3) – (–4 + 4(–2)) =


= 1/3 – 1 + 7/3 – 4 = faccio il minimo comune multiplo (3) = (1 – 3 + 7 –12)/3 = –7/3


    x
F (1, x) = ∫ ((et – [t + 2]) sign(3 – t)+ + ln(1 + (t – 3)+)) dt


[0, 4]

(18Genn2005)

   1


[t]



alzo di 2
e trovo [t +2]

Poi algebricamente trovo (et – [t + 2])
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Ora devo moltiplicarlo per sign(3 – t)+
Disegno prima (3 – t)+


poi applico il segno





[image: image35]


[image: image36]Moltiplicando x 1 resta invariato, x 0 diventa 0.
Ora dall’ultimo sistema ottenuto posso disegnare la prima parte del grafico: (et – [t + 2]) sign(3 – t)+.

[image: image37]
Ora passiamo alla seconda parte della funzione: il logaritmo naturale.

(t – 3)+ 

               Alzo di 1: (1 + (t – 3)+)
Applico il logaritmo naturale algebricamente e lo disegno:

[image: image38]
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Quali ragionamenti ho fatto per disegnare il logaritmo?

· ho sostituito i valori risultanti dal diagramma di (1 + (t – 3)+) al suo interno.

· loge(1) = 0 perché 0 è l’esponente da dare ad “e” per ottenere 1, quindi tra 0 e 3 = 0.
· t – 2 = 1; t = 3: siccome la funzione logaritmo interseca l’asse x quando l’argomento vale 1, allora passa per 3.
Ora posso disegnare l’integranda (cioè il grafico di tutta la funzione) e poi disegnare l’integrale relativo: F (1,x)

[image: image41]
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    x
F (0, x) = ∫ (([t] – t])2 sign(t2 – 1)– + (t +1)+ + (t –1)+) dt


[-2, 2]

(24Ott2005)

   0


Disegno [t] tra -2 e 2.
Poi disegno (t2 – 1)– 
e gli applico il segno.
Poi disegno (t + 1)+
poi (t – 1)+

[image: image43]

[image: image44]

[image: image45]

[image: image46]      
[image: image47]
Ora sostituisco direttamente tutti i valori dei grafici:

	([t] – t])2
	* sign(t2 – 1)–
	+ (t +1)+
	+ (t –1)+
	= Risultato
	Intervalli

	(– 2 – t)2
(– 1 – t)2
(0 – t)2
(1 – t)2
	* 0
* (–1)

* (–1)

* 0
	+ 0
+ t + 1

+ t + 1

+ t + 1
	+ 0
+ 0

+ 0

+ t – 1
	= 0
= – t2 – t

= – t2 + t + 1

= 2t
	–2 ≤ t < –1
–1 ≤ t < 0

  0 ≤ t < 1

  1 ≤ t ≤ 2


Ora posso già disegnare l’integranda calcolando:…



…e la relativa integrale:

[image: image48]







[image: image49]
Ora calcolo F(0, -2): F(0, -2) = ∫-10 – t2 – t dt + ∫-2-1 0 dt = ∫-10 – t2 + ∫-10 – t dt = [– t3/3 – t2/2] -10 = Torr.Barr. = –1/6.
Quindi ho capito che, dove l’integrale è costante (tra -2 e -1), sulle y abbiamo -1/6.


    x
F (2, x) = ∫ ([t] + (1 – (t – 1)+) (1 + (t – 3)– ) –1)) dt


[0, 4]

(15Giu2005)

   2

 si capotta!
  (t – 1)+ 

nb:(–) (t – 1)+ 
(–) (t – 1)+ + 1



[image: image50]→

[image: image51]→

[image: image52]

(t – 3)– 

1 + (t – 3)– 

x
Risultato della moltiplicazione:

[image: image53]

→

[image: image54]=

[image: image55]

[t]


Al precedente risultato della moltiplicazione sommo la parte intera di t e sottraggo 1:


[image: image56]


Ho così ottenuto i dati per disegnare l’integranda…

[image: image57]…e da essa disegno l’integrale:
[image: image58]
Ora calcolo F(2,0) = ∫01 t – 3 dt + ∫12 – t2 + 4t – 4 dt = t2/2 – 3t|01 + (–t3/3 + 4t2/2 – 4t)|01 = con Torricelli-Barrow:
= (– ½ +3) – (0) + (8/3 + 8 – 8) – (1/3 – 2 + 4) = (– 3 + 18 + 16 – 2 + 12 – 24)/6 = 17/6
Ora calcolo F(2,4) = ∫32 – t2 + 4t – 3 dt + ∫43 – t + 4 dt = [–t3/3 + 4t2/2 – 3t]32 + (– t2/2 + 4t)| 43 = con Torricelli-Barrow:

    x
F (2, x) = ∫ ((t – 1)+(t – 2)–  + (6t – t2 – 8)+ sign(t – 3)) dt


[0, 4]
(07Lug2005; es1)

   2

[image: image59] x 
[image: image60]= 
[image: image61]
   (t – 3)

sign(t – 3)     x
(– t2 + 6t – 8)+



= Grafico 2

[image: image62]

[image: image63]x

[image: image64]


=
[image: image65]
Sommo Grafico 1 con Grafico 2 e trovo il sistema finale:

[image: image66]
E, per concludere, integro:


[image: image67]
Per F(2,0) risulta 1/6, mentre per F(2,4) = 0 (si vedrebbe anche ad occhio perchè le due parabole sono di segni opposti)
F(1, x) = ∫x1 (e|t| – [t][t + 1] – 1)dt

in [-1,3]


(11Gen2006)
[t + 1]

[t]

         |t|

Per trovare il sistema per l’integranda…

[image: image68]

[image: image69]

[image: image70]

[image: image71]
Integro…


[image: image72]
Ora devo calcolare F(1, –1):

F(1, –1) = ∫-10 e–t – 2 dt + ∫01 et – 1 dt = [–e–t – 2t]-10 + [et – t]01 → con Torricelli Barrow → (–e + 2) – (–1 – 0)  + (1 – 0) – (e – 1) = –e + 2 + 1 + 1 – e + 1 = –2e + 5.

Nota: ∫e–t dt = –e–t perchè ∫enx dt = (1 / n) * enx + c → 1/(-1) * e–x.
Infine sappiamo che F(1,3) = e3 – e – 11.


     x
F (2, x) = ∫(([t + 1] (t – [t]) – 1)+ (t – 2) + sign (  t – [t] –    1
  –))dt

[0, 3]

(21Lug2005)

   2





     [t + 1]



Prima parte




per entrambe le parti sono utili i seguenti grafici:
[t + 1]

[t]



Seconda Parte

[image: image73]

[image: image74]

[t + 1] (t – [t]) – 1



([t + 1] (t – [t]) – 1)+ 

[image: image75]




[image: image76]
(t – [t] – 1/[t + 1])–




Applico il segno:

[image: image77]





[image: image78]
Trovo il sistema finale (ovvero sottraggo la seconda parte alla prima), per disegnare l’integranda:
0 – 1 = – 1;



0 ≤ t < 3/2

(2t – 3) (t – 2) – 0 = 2t2 – 7t + 6;

3/2 ≤ t < 2
0 – 1 = – 1



2 ≤ t < 7/3
(3t – 7) ( t – 2) – 0 = 3t2 – 13t + 14;
7/3 ≤ t < 3

[image: image79]




[image: image80]
Ora calcolo: F (2,0) = ∫03/2 –1 dt + ∫3/22 2t2 – 7t + 6 dt = 5/27
e F(2,3) = ∫37/3 3t2 – 13t + 14 dt +∫7/32 – 1 dt = 37/24
F (0, x) = ∫x0 ((arcsin(t) + π/6)+ + sign (t – ½)+ arccos(t)+ – π/6) dt

in [-1, 1]


(08Feb2006)

[image: image81]+π/6 =
[image: image82]pos.→
[image: image83]  1
(t – ½)+

applico segno

arccos(t)+



[image: image84]→

[image: image85]
x
[image: image86]
=
[image: image87]

2
Sommo grafico 1 + grafico 2 – π/6 = integranda:





    Integrale:

[image: image88]






          
[image: image89]
Calcolare integrali: F(0,1) = – 1 + √3/2 + π/3
e F(0, –1) = – 1 + √3/2 + π/6
F(π, x) = ∫xπ ((arccos(cos(t)) – π/2)+ arcsen(sen(t)) + π(arcsen(cos(t – π)))) dt

in[0,2π]

(21Lug2005,es.4)

[image: image90]
[image: image91]x
[image: image92]=
=
[image: image93]
Ora svolgo la seconda parte (arcsen(cos(t – π))π:

[image: image94]


[image: image95]
Per disegnare l’integranda sommo la prima e la seconda parte:



Integrale:

[image: image96]






         
[image: image97]
Ora calcoliamo F(π,0) = F(π,2π) = – π3/48.

F(1, x) = ∫x1 (2(1 – | man(t) – [t]/[t +1]|) – 1)dt

in [0,3)


(18Gen2006)
[t + 1]

[t]



man(t)

[image: image98]

[image: image99]



[image: image100]
Ora posso disegnare |man(t) – [t]/[t + 1]|:

[image: image101]






Integranda:

Integrale:







[image: image102]

[image: image103]
Calcolare F(1,0) = 0 
e F(1,3) = 17/18
F(2, x) = ∫x2 ((ln(1/[t + 1] + [t] man(t)))+ – 1/[t])dt

in [1,3]


(25Gen2006)
[t + 1]

[t]

man(t)


[image: image104]

[image: image105]

[image: image106] 
Posso ora procedere a disegnare l’intera funzione nei 2 intervalli:
(ln(t – ½))+ – 1

(ln(2t – 11/3))+ – ½


[image: image107]

[image: image108]
Quindi posso disegnare la funzione integranda e l’integrale tra 1 e 3:

[image: image109]

[image: image110]
Infine: F(2,3) = 7/6(–1 + ln(7/3))
e F(2,1) = –3/2(–1 + ln(3/2)) 
   
       x

    sign(t – 3) 


F (3, x) =    ∫ ((2man(t))
   - 1)dt


[1,4]


(15Feb2006)

     3
   
man (t)



[t]




sign(t – 3)

[image: image111]elevato alla 
[image: image112]elevato, a sua volta, alla 
[image: image113]
– 1 =
2man(t)

[t]
sign(t – 3)
intervalli
2man(t)

([t])sign(t – 3)
– 1
intervalli
2(t – 1)

1
– 1

1 ≤ t < 2

(2t – 2)

1–1 = 1/11 = 1
– 1
1 ≤ t < 2

2(t – 2)

2
– 1

2 ≤ t < 3

(2t – 4)

2–1 = 1/21 = ½ 
– 1
2 ≤ t < 3

2(t – 3)

3
1

3 ≤ t ≤ 4

(2t – 6)

31 = 3

– 1
3 ≤ t ≤ 4

Quindi il sistema alla fine risulta il seguente:
2t – 2 – 1 = 2t – 3;




1 ≤ t < 2


√(2t – 4)
 – 1;





2 ≤ t < 3

8(t3 – 9t2 – 162t – 27) – 1 oppure (2t – 6)3 = 8 (t – 3)3 – 1;
3 ≤ t ≤ 4
 e da esso disegniamo l’integranda e l’integrale:

[image: image114]




[image: image115]
Ora calcoliamo F(3, 4) = ∫43 8 (t – 3)3 – 1 dt = potrei anche calcolare il cubo di binomio, ma faccio prima ad integrare direttamente: 

[8(t – 3)4/4 – t]43 = [2(t – 3)4 – t]43 con Torricelli Barrow ottengo: (2 – 4) – (–3) = –2 + 3 = 1
Ora calcoliamo F(3,1) = ∫12 2t – 3 dt + ∫23 √(2t – 4) – 1 dt = [2t2/2 – 3t]12 + ∫23 (2t – 4)1/2 dt – t|23 → procedo per sostituzione:

x = (2t – 4); t = x/2 + 2; dt = ½ dx + 0 → = [2t2/2 – 3t]12 + ∫23 x1/2 * ½ dx – t|23 = [t2 – 3t]12 + [(1*(2t – 4)½ +1)/(½ + 1) – t] 23= [t2 – 3t]12 + [1/2 (2t – 4)3/2 * 2/3 dt – t]23 = [t2 – 3t]12 + [1/3 (2t – 4)3/2 – t]23 → con Torricelli-Barrow trovo: 1–2/3√2.

F(π/2, x) = ∫xπ/2 (sign(cos(t) – ½)+ (arccos(cos(t))2 – π arccos(sen(t – π/2)+)) dt

[0,2π]

(01Feb2005,es.4)

[image: image116]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image117]

[image: image118]
[image: image119]
sign(cos(t) – ½)+ * (arccos(cos(t))2;
     Intervalli:

1 * arccos (cos(t))2 = t2;

0 < t < π/3
0 * … = 0;


π/3 < t < 5/3π
1 * (–t + 2π);


5/3π < t < 2π
l’arcos(cos(t)) assume i valori…


Ora svolgo la seconda parte della funzione: – π arccos(sen(t – π/2)+):

[image: image120]
[image: image121]
[image: image122]
Ora so che, negli intervalli tra 0 e π/2 e tra 3/2π e 2π (*), arccos vale 0, quindi dal grafico dell’arcocoseno (Θ) deduco che arccos (0) = π/2, quindi è rappresentabile con il grafico di una retta parallela all’asse delle ascisse, passante per π/2.

[image: image123]


[image: image124]

[image: image125]
Disegno Arccos(sin(t)):

Siccome sottraggo all’interno dell’argomento, sposto ancora a destra:

[image: image126]

[image: image127]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image128]
Il sistema per la seconda parte della funzione è,quindi, il seguente:
	+ π *
	arccos(sen(t – π/2)+)
	= Risultato;
	Intervallli:

	+ π *
	(π/2)
	= π2/2
	0 < t < π/2

	+ π *
	(–t + π)
	= – πt + π2
	π/2 < t < π

	+ π *
	(t – π)
	= πt – π2
	π < t < 3/2π

	+ π *
	π/2
	= π2/2
	3/2π < t < 2π


Ora unisco il primo sistema con il secondo per avere il sistema finale:

	Risultato 1° sistema
	– Risultato 2° sistema
	= Risultato finale
	Intervallli:

	t2
	– π2/2
	= t2 – π2/2
	0 < t < π/3

	0
	– π2/2
	= – π2/2
	π/3 < t < π/2

	0
	– (– πt + π2)
	= πt – π2
	π/2 < t < π

	0
	– πt + π2
	= – πt + π2
	π < t < 5/3π

	5π2
	– 5πt + t2
	= 5π2 – 5πt + t2
	5/3π < t < 2π


Quindi posso disegnare l’integranda…

…e la funzione integrale:

[image: image129]

(Il grafico dell’integrale è stato fornito via mail dal prof., in correzione rispetto a quanto precedentemente fornito online sul suo sito: www.clik.to/dsciutti).
F (π/2, 0) = 25/162π3;
F (π/2, π) = - π3/8;
F (π/2, 2π) = -397/648π3
F (0,x) = ∫x0 ((t2 – 2t) sign(ln(½ +|[t] * frac(t)|)) dt



[-1,3]



(15Feb2005)


frac (t) = t – [t]
*

[t]

[image: image130]


[image: image131]

Per non cadere nell’errore di fare il modulo anche tra 1 e 3, dove la funzione è già > 0, disegno il sistema:

[image: image132]
Siccome il logaritmo interseca l’asse x in 1, pongo l’argomento > 1 per trovare il segno (quando la funzione è positiva):
Sistema:
Risultato:
Intervalli
Segno risultante:

Nuovo intervallo:
t + 3/2 > 1;
t > – ½

–1 < t < 0

–1


–1 < t < – ½







+1


– ½ < t < 0


[image: image133]
½ > 1 mai →
log < 0

0 < t < 1

–1


0 < t < 1
 (invariato)

[image: image134]
t –½ > 1;
t > 3/2

1 < t < 2

–1


1 < t < 3/2







+1


3/2 < t < 2 
(ho spezzato ancora)
2t – 7/2 > 1;
t > 9/4

2 < t < 3

–1


2 < t < 9/4







+1


9/4 < t < 3

[image: image135]
[image: image136]
F (0, -1) = l’intervallo si spezza in – ½ e risulta = ¾

F (0,1) = 2/3
F (0, 3) = l’intervallo si spezza in 3/2 e 9/4 e risulta = 203/96[image: image137.emf] 

π  


t





y





 - ½ 





π/6    5/6π  2π





5/6π





π/6





p.ti intersezione asse x: sint – ½ = 0; sint = ½:


tabella dei valori notevoli delle funzioni trigonometriche = π/6 = 30°


 





Parte positiva





π/6        5/6π





π





  -π





Parte positiva





  -π





π





Applico Coseno





 Cos(0) = 1





π





Cos(t) spostato a dx di π





0 ≤ t < π/6


sin(t) – ½ + 1 = sin(t) + ½		π/6 ≤ t < 5/6 π


1				5/6π ≤ t < π


cos(t – π)			π ≤ t ≤ 2π





π





π/6    5/6π





3/2π





2π





Resta = perché sommo 0





Integranda:





2π





3/2π





π/6    5/6π





Ora dobbiamo disegnare l’integrale. Cosa sappiamo?


dove f (t) > 0 → F cresce


dove f (t) < 0 → F decresce


dove f (t) = 0 → p.to stazionario (max)


F(π, x) → F passa per x = π


Il punto 0 sull’integranda è il p.to dove l’integrale comincia a scendere.





π





½





 0





 1





     -1                            1





  2





         e–2    e–1	      1





  3





  4





  5





    1       2       3        4





et – 2;	0 ≤ t < 1


et – 3;	1 ≤ t < 2


et – 4;	2 ≤ t < 3


0;	3 ≤ t ≤ 4








  3





  2





  1





    1       2       3        4





  3





  2





  1





    1       2       3        4





et – 2;	0 ≤ t < 1


et – 3;	1 ≤ t < 2


et – 4;	2 ≤ t < 3


et – 5;	3 ≤ t ≤ 4











  3





  2





  1





  1





  2





  3





  4





(1+√5)/2≈1,5





  5





    1       2       3        4





    1       2       3        4





So che scende e che passa per 0 → “fa così”





  -2      -1





    1      2





  -2





  -1





  2





  1





(1+√5)/2≈1,5





½ 





  -5/4





  -4





  -3





  -2      -1





    1      2





  -2





  -1





  2





  1





=














(t – 2) (t + 2);	–2 ≤ t < –1


(t – 1) (t + 1);	–1 ≤ t < 0


t2;		  0 ≤ t < 1


(t – 1) (t + 1);	  1 ≤ t ≤ 2














X














t – 2


t – 1


t


t + 1





t – (–2) 	= t + 2;	–2 ≤ t < –1


t – (–1) 	= t + 1;	–1 ≤ t < 0


t – 0 	= t;	  0 ≤ t < 1


t – (1) 	= t – 1;	  1 ≤ t ≤ 2


t – 2;		  t = 2


(in 2 c’è un punto)














  -2      -1





  1         2





  -2





  -1





  2





  1





½ 





 asintoto


 obliquo:


y = x – ½ 





–3/2





–1





– ½ 





 e





 1              e





3√3/2





3√3/2





  -3√3/2





-π        - π/3                   π/3          π





f’





-3





1





y = x + 1:


asintoto obliquo





1





 7π/6





 3π/2-2





Ora disegno il grafico dell’integrale:


So che passa per (π/2, 0) cioè interseca l’asse x in π/2


So che cresce fino ad un po’ più di π


Ponendo f(t) = 0 trovo il punto di massimo (7π/6):


2sen(t) + 1 = 0


2sen(t) = –1


sen(t) = –½








 -2-π/2





 2π





7π/6





 -√3+1





 5π/3





 1





 2





 -1





π/2      π    3π/2       2π





 3





 2





 -1





 5π/3





 1





π/2      π    3π/2   2π





 3





 1





 2





 -1





-2π    -3π/2 -π   -π/2





π/2      π    3π/2   2π





 - 1





 3





 1





 - 2





-2π    -3π/2 -π   -π/2





π/2      π    3π/2   2π





 2





f(t) =





0 < t < 5π/3








5π/3 < t < 2π





 1/2





sen(t) +1 = 2sen(t) +1;


  ½





sen(t) +1 = tg(t) +1;


  ½ 





5π/3   2π





 -1





 -π/3





 -5π/3





5π/3   6π/3=2π





 -5





5π/3





 -1





-2π    -3π/2 -π   -π/2





π/2      π    3π/2   2π





 1





e–1





4e–2





1





–1





–1





–3/2





et – 2;	0 ≤ t < 1


et – 3;	1 ≤ t < 2


et – 4;	2 ≤ t < 3


0;	3 ≤ t ≤ 4








  1





    1       2       3        4





    1       2       3        4





  -1





so che et è un’esponenziale.


so che se la variabile è > 1 (e = 2,71) il disegno è: �


Tra 0 e 1, mi basta abbassare di 2 tale grafico (passa quindi anziché per 1 per -1)


Tra 1 e 2:


sostituisco 1 e trovo -0,3


sostituisco 2 e trovo 4,3: sono i due punti dove passa


Tra 2 e 3 procedo sempre per sostituzione come tra 1 e 2


Tra 3 e 4 vale 0.








  1





ln(1);	0 ≤ t < 3


ln(t – 2);	3 ≤ t < 4








    1       2       3        4





  -1





  1





  2





  3





  4





  5





    1       2       3        4





(et – [t + 2]) sign(3 – t)+; 0 ≤ t < 3


ln(t – 2);			3 ≤ t < 4


Ovviamente, sommando 0 tra 0 e 3 ottengo nuovamente la prima parte di funzione e, sommando 0 tra 3 e 4 ottengo nuovamente il logaritmo.





  -1





  1





  2





  3





  4





  5





    1       2       3        4





-2      -1       0     1       2





-2      -1       0     1       2





-2      -1       0     1       2





– t2 – t		∆ = 1 – 4(–1)0 = 1


int. asse x = (+ 1 ± √1)/(–2) = –1,0


– t2 + t + 1	∆ = 1 – 4(–1)1 = 5


int. asse x = (– 1 ± √5)/(–2) ≈ 0,6; 1,6


xv = (–1)/(–2) = ½


yv = (–5)/(–4) = 5/4











  1





-2     -1        0     1       2





 -1





  1





 1





 -1





  1





-2     -1        0     1       2





Tra -2 e -1 è costante.


Tra -1 e 2 sale, perché f ’>0.


Passa per 0 perché F(0,x).








 1





 -1





 1





  2





1  2





Risulta: – t + 2 perché la retta è inclinata verso il basso e interseca l’asse y in 2.





 3





 -3





2   3





Se 0 ≤ t < 2:


t – 2 perché la retta cresce e tocca in -2





 -2





 -1





    1      2       3       4





 -2





t – 2;		0 ≤ t < 1


(– t +2)(t – 2);	1 ≤ t < 3


– t +2;		3 ≤ t < 4





Parabola: – t2 + 2t +2t – 4:


∆ = 0	xv = –2; yv = 0


t = 1		t = 3


y = –1		y = –1





t – 2 		+ 0 – 1 = t – 3;		0 ≤ t < 1


– t2 + 4t – 4 	+ 1 – 1;			1 ≤ t < 2 (stessa parabola di prima)


– t2 + 4t – 4 	+ 2 – 1 = – t2 + 4t – 3;	2 ≤ t < 3


– t + 2		+ 3 – 1 = – t + 4;		3 ≤ t ≤ 4





    1      2       3       4





  2





  1





  -3





  -1





  1





   1





Controllo su parabole per vedere concavità: esempio:


tra 2 e 3:


– t2 + 4t – 3 	derivo


– 2t + 4 > 0 	pongo > 0


– 2t > –4


t < 2 dove è positivo:


concavità vs. alto.





  -1





    1       2       3        4





  -2





   2





    1       2       3        4





 1





 -1





2   3





 -1/4





    1  3/2   2      3       4





Per 1 < t < 2:


(t – 1)(t – 2) = t2 – 3t + 2


∆ = 1	xv = 3/2; yv = –1/4


t1,2 = 1,2





Grafico 1





  1





∆ = 4


xv = 3; yv = 1


t1,2 = 2,4





    1      2       3       4





 3





 -3





 3





 -1





Per 2 < t < 3: si capotta perchè moltiplicato per -1.





    1      2       3       4





    1      2       3       4





0 ≤ t < 1


1 ≤ t < 2


2 ≤ t < 3


3 ≤ t ≤ 4





   0;


   t2 – 3t + 2;


   t2 – 6t + 8;


– t2 + 6t – 8;





    1      2       3       4





so che passa per il punto 2 sulle ascisse perché F(2,x).


Tra 1 e 2 so che scende perché la derivata è negativa.


Tra 2 e 3 so che scende perché la derivata è negativa.


Tra 3 e 4 so che sale perché la derivata è positiva.


Quindi tra 0 e 1 so che è costante e lo congiungo con l’asse y.





 5/3π





 π





  π/3





 0





1





Per trovare 5/3π:


Int. asse t: cos(t) – ½ = 0


cos(t) = ½


Nella tabella dei valori notevoli delle funzioni trigonometriche per cos(x) = ½, sotto la colonna “X” trovo π/3.


Sulla circonferenza goniometrica il corrispondente angolo è 5/3π: 360° – 60°.


�





½





 0





 2π





 5/3π





 π





  π/3





  -3/2





1  2   3





  1





  2





  3





1  2   3





  1





  2





 Prima Parte:


1 * (t – 0) – 1 = t – 1


2 * (t – 1) – 1 = 2t – 2 – 1


3 * (t – 2) – 1 = 3t – 6 – 1





0 ≤ t < 1


1 ≤ t < 2


2 ≤ t < 3





 π/6





  -2





  -1





Per applicare la parte positiva devo trovare i punti di intersezione con l’asse t:


2t – 3 = 0; t = 3/2


3t – 7 = 0; t = 7/3 ≈ 2,3





  1





  2





    1       2       3





Trovo i punti:


t – 1


1 | 0


0 | -1


2t – 3


1 | -1


2 | 1


3t – 7


2 | -1


3 | 2





  -2





  -1





  1





  2





3/2    7/3





 Prima Parte:


0 * 	(t – 2);	0 ≤ t < 3/2


(2t – 3) 	(t – 2);	3/2 ≤ t < 2


0 *	(t – 2);	2 ≤ t < 7/3


(3t – 7)	(t – 2);	7/3 ≤ t ≤ 3








  -1





  1





  2





3/2    7/3





 Svolgo la seconda parte:


t – 0 – 1/1 = 	t – 1;	0 ≤ t < 1


t – 1 – ½   = 	t – 3/2;	1 ≤ t < 2


t – 2 – 1/3 = 	t – 7/3;	2 ≤ t < 3








3/2    7/3





 -π/2





  -1





  1





  2





    1       2       3





 3/2       2       3





7/4  7/3





Parabole:


2t2 – 7t + 6:


∆ = 1; t1,2 = 3/2, 2


xv = 7/4; yv = – 1/8


3t2 – 13t + 14:


∆ = 1; t1,2 = 2, 7/3


xv = 13/6; yv = – 1/12





  -1





  1





  2





Integro:





 3/2       2       3





7/3





  -1





  1





  2





 -π/2





 π/2





1





-1





-0,5





0,5





 -π/2





 π/6





1





-1





-1/2





0,5





1





-1





-1/2





0,5





(arcsin(t) + π/6)+





½





-½





-1         ½  1





 1





 2





1





 π/3





1





-1





-0,5





0,5





 π/2





 π/3





-1





-0,5





0,5





 π/2





 -π/6





 π/6





1





-1





-1/2





0,5





0 + 0 – π/6;				– 1 ≤ t < – ½


0 + arcsen (t) +π/6 – π/6;			– ½ ≤ t < ½ 


N.B.:arccos(t) + arcsen(t) +π/6 – π/6 = π/2;	½ ≤ t ≤ 1








 π/2





 π/2





π/2      π        3π/2       2π





π/2      π        3π/2       2π





1





-1





-½





½





 π





 π/2





  –π/2





 –π/2 →





Parte positiva





arcsen(sen(t))





π/2      π        3π/2       2π





 π/2





 –π/2





arccos(cos(t))





 –π/2





 Prima parte:


0			0 ≤ t < π/2


(t – π/2) (–t + π)		π/2 ≤ t < π


(–t + π/3) (–t + π)		π ≤ t < 3π/2


0			3π/2 ≤ t ≤ 2π





π/2      π        3π/2       2π





 π/2





–t + π





–t + 3π/2





t – π/2





π/2      π        3π/2       2π





 –π/2





 –π/2





π/2      π        3π/2       2π





 π/2





 π/2





 –π2/2





 π2/2 ≈ 4,5





Moltiplicando


per π il grafico si allunga:


π/2 * π = π2/2











 π2/2 ≈ 4,5





 –π/2





π/2      π        3π/2       2π





 π/2





0 		+ (πt – π2/2)		0 ≤ t < π/2


(t – π/2) (–t + π) 	+ (πt – π2/2) (parabola)	π/2 ≤ t < π


0		+ π2/2			t = π


(–t + π/3) (–t + π)	+ (–πt + 32π/2) (parabola)	π ≤ t < 3π/2


0		+ (–πt + 32π/2)		3π/2 ≤ t ≤ 2π





 –π/2





π/2      π    3π/2  2π





 π/2





1





 Divisione:


0/1 = 0;	0 ≤ t < 1


1/2	1 ≤ t < 2


2/3;	2 ≤ t ≤ 3
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  2
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  3





  2





  1





1  2   3





1  2   3





 A man(t) sottraggo il risultato precedente:


t – 0;			0 ≤ t < 1


(t – 1) – ½    = t – 3/2;	1 ≤ t < 2


(t – 2) – 2/3  = t – 8/3;	2 ≤ t ≤ 3








  –1





    1      2      3





 1





 3/2





3/2   8/3





  -3/2





 Di conseguenza spezzo gli intervalli:


t;		0 ≤ t < 1


– t + 3/2;	1 ≤ t < 3/2


t – 3/2;		3/2 ≤ t < 2


– t + 8/3;	2 ≤ t < 8/3


t – 8/3;		8/3 ≤ t ≤ 3





 Poi faccio “1 –”:


1 – t;			0 ≤ t < 1


1 – (– t + 3/2) = t – ½; 	1 ≤ t < 3/2


1 – (t – 3/2) = – t + 5/2;	3/2 ≤ t < 2


1 – (– t + 8/3) = t – 5/3;	2 ≤ t < 8/3


1 – (t – 8/3) = – t + 11/3	8/3 ≤ t ≤ 3





 Poi Moltiplico x 2 e sottraggo 1:


2(–t + 1) – 1 = –2t + 1;		0 ≤ t < 1


2(t – ½) – 1 = 2t – 2; 		1 ≤ t < 3/2


2(– t + 5/2) – 1 = –2t + 4;		3/2 ≤ t < 2


2(t – 5/3) – 1 = 2t – 13/3;		2 ≤ t < 8/3


2(– t + 11/3) – 1 = –2t +19/3;	 8/3 ≤ t ≤ 3





  -1





½     3/2   8/3





    1       2       3





 –1





    1      2      3





 1





…alla solita maniera: passa per 1 perché F(1,x), quando l’integranda è negativa scende, quando è positiva sale.





e–t





  0,71





et





-1
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  1





  2





    1       2       3





1  2   3





1  2   3





  1





  2





  3





  1





 ([t])





�





   1      2      3      4





  -1





  2





Integranda:


so com’è la forma di et e di e-t


per sostituzione trovo i punti per disegnare le esponenziali:


tra 1 e 2: se t = 1, poiché e = 2,71, allora y = 0,71; se t = 2 → (2,71)2 – 2 ≈ 7


tra 2 e 3: se t = 2 → y = e2 – 9 → “un po’ meno di 9” – 9 < 0 → parte da sotto 0…





 …è ora sufficiente sostituire i valori risultanti dagli intervalli:


e|t| – [t][t + 1] – 1 = e–t – (–1)0 – 1 = e–t – 2;		-1 ≤ t < 0


et – (0)1 – 1 = et – 1;				0 ≤ t < 1


et – 12 – 1 = et – 2;				1 ≤ t < 2


et – 23 – 1 = et – 9				2 ≤ t ≤ 3





1  2   3  4
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  5/2
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   1       2       3       4





3      4
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  3





  4





  5





  6





  7





  0,41





 3/2





Calcoliamo i punti:


2t – 3	   √(2t – 4) – 1  . 	8(t – 3)3 – 1


 1 | -2	     2 | -1		    3 | -1


 2 | 1	     3 | √2 ≈ 0,41	    4 | 7


	  5/2 | 0


N.B.: le prime due son rette, quindi si possono disegnare “dritte”, mentre la terza è una cubica!





 3/2





  5/2





   1      2      3





  3/2     7/3





   1      2      3





-½





  -1





   1       2       3       4





Per disegnare l’integrale:


so che passa per 3 perché F(3,x)


tra 3 e 4: prima scende di poco poi sale tanto


tra 2 e 3: parte dal 3, scende vs. sx meno di quanto risale perché in f’ parte da 0,4 e non 1


tra 1 e 2: la F di una retta è una parabola con vertice in 1,5 = 3/2





  7/3





   2      3





  3/2





   1      2      3
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-½





Come ho capito che passano per 3/2 e 7/3?


�Siccome la funzione logaritmo interseca l’asse x quando l’argomento vale 1, pongo t – ½ = 1; t = 3/2.





   1      2      3





  -1





1  2   3





1  2   3





N.B.: si risolve elevando prima al segno e poi per il risultato perché sappiamo che:


(ax) y = ax * y = a(xy)


≠ axy = (a)xy





 Il sistema del logaritmo naturale risulta quindi:


ln(½ + 1 * (t – 1)	= ln(t – ½)			1 ≤ t < 2


ln(1/3 + 2 * (t – 2) = ln(2t – 4 + 1/3) = ln(2t – 11/3);	2 ≤ t ≤ 3





y = cost – ½ (abbasso di ½)





 0





 2π





 3/2π





 π





  π/2





  -1





1





y = cost





= – 9 + 18 – 9 – (–8/3 + 8 – 6) + (–8 + 16) – (–9/2 + 12) = (16 – 48 + 36 – 48 +96 + 27 – 72)/6 = 7/6





F (1,0) = 3 – e		F(1,2) = e2 – e – 3	F(1,4) = – 8 – e3 – e +2ln(2)





Applico la parte positiva…





 2π





 5/3π





 π





  π/3





…poi applico il segno.





 0





 0





 2π





 3/2π





�





 π





  π/2
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y = sent





 2π





 3/2π





 π





  π/2





  -1





1





y = sen(t – π/2) (sposto a dx di π/2)





 0
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 3/2π





 π





  π/2
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1





Poi applico la parte positiva:





y = arccos(x) Θ





y = π/2
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 π
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 π





 3/2π





 π





  π/2





*





π/2





Ora dobbiamo capire come fa la funzione tra π/2 e 3/2π.





*





π/2      π        3π/2       2π





π/2      π        3π/2       2π





 π/2





 π





 π/2





 π





 0





   2π





 3/2π





 π





  π/2





π/2





Ecco come risulta quindi il diagramma finale per questa parte:





π/3     π/2	        π	3π/2       2π





 –5/9π2





 –π2/2





 –2/3π2





 –π2





πt – π2


    t     y .


π/2    π * π/2 – π2


  π     π2 – π2 = 0


Allo stesso modo (per sostituzione) calcolo le intersezioni per gli ultimi


2 intervalli.





Poiché l’integrale è derivabile (visto che esiste l’integranda) è continua.


Quando la f è = 0, la


F ha un punto di tg orizzontale, cioè l’integrale è parallela all’asse x.





Il primo sistema risultante è








�





-1   0	1      2	3





-1





=





Il sistema risulta:


 (t +1)* (–1) = – t – 1	–1 < t < 0


 0			0 < t < 1


 (t – 1) * 1 = t – 1		1 < t < 2


 (t – 2) * 2 = 2t – 4		2 < t < 3





2t – 4


X | Y


0  | -4


1  | -2


3  | 2





-1





-4





Il modulo farà cambiare soltanto la parte tra -1 e 0 perchè è l’unica parte negativa.





 Ora aggiungo ½:


t + 1 + ½ = t + 3/2	–1 < t < 0


0 + ½ = ½		0 < t < 1


t – 1 + ½ = t – ½		1 < t < 2


2t – 4 + ½ = 2t – 7/2	2 < t < 3





-1   0	1      2	3





–½





Eccone la rappresentazione grafica.


Da –½ in poi la funzione è positiva, quindi spezza l’intervallo,


generandone di nuovi.





½





1





<0





Per conferma ho disegnato ancora il diagramma del logaritmo.


Non mi interessa quanto vale, mi accontento di sapere che è negativo, visto che devo soltanto capire il segno.





1        3/2	        2	   9/4	3





1





-1





-1





Risultano quindi due parabole che si incrociano: una rivolta verso il basso ed una rivolta verso l’alto: devo selezionare la parte positiva o negativa che mi interessa a seconda del segno.





½





Calcolo i punti della parabola t2 – 2t:


∆ = 4 – 0


t1,2 = +2 ± 2 = 0,2


xv = 2/2 = 1


yv = –4/4 = –1





-1





1        3/2	        2	   9/4	3





L’integrale risulta: F (0, x):





Per capire di quanto scende e disegnarlo sopra o sotto l’asse x


devo calcolare l’integrale tra 0 e 9/4.





–½





30°





150°





180° – 30° = 150°





 -2π





Infatti è la retta t – 2π





cos(t)=cos(t–2π), infatti è una f periodica!





Infatti è ln(t) spostato a dx di 2.











PAGE  
12

