	Nome
	Formula
	Definizione
	Diagramma

	Parte positiva /negativa
	f(x) = (x)+
f(x) = (x)-
Nota:

max (x,0) = (x)+
min (x,0) = (x)- = max (-x,0)
	La parte positiva (linea spessa) /negativa (tratteggiata) considera solo i valori positivi/negativi della funzione
	
[image: image1]

	Valore assoluto
	y = | x |
	Lascia inalterati i valori positivi e per i valori negativi è l’opposto.
	
[image: image2]

	Parte intera
	f(x) = [x] = max {z; z € Z et z ≤ x}
	È il più grande intero non superiore ad x
(approssimazione floor: è il numero più vicino all’intero)
(in pratica “toglie i decimali”)
	
[image: image3]

	Mantissa
	f(x) = man (x) = x – [x] = frac (x)
	È il numero privato della parte intera.

Es.: i numeri interi hanno tutti mantissa = 0, ovvero: man (x +1) = man (x)
	
[image: image4]

	Segno
	[image: image58.emf] 

 Num.  

                               1    x > 0
f(x) = sgn (x) =      0    x = 0
                              -1   x < 0
	Sostanzialmente ti spiega se un numero è positivo o no.
	
[image: image5]

	Rango
	Es.: rank (sgn (x)) = {-1, 0, 1}
	È l’insieme delle immagini di tutti i punti del dominio.

	Immagine
	f: A → B
	Fa corrispondere ad ogni punto del dominio uno e solo un punto del codominio.

	Pre-immagine
	f -1 (y)
	Fa corrispondere ad un punto del codominio uno o più punti del dominio. È l’operazione inversa dell’immagine. 
	Il diagramma della pre-immagine è il simmetrico rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante del diagramma della funzione: è speculare.

	Funzioni
	Iniettiva:

· se a punti distinti del dominio fa corrispondere punti distinti del codominio

· se le preimmagini dei punti del codominio sono sempre costituite al più da un punto.

Suriettiva o surgettiva:

· quando il rango coincide con il codominio

· se nessun punto del codominio ha la preimmagine vuota

Biunivoca o bigettiva:

· se le preimmagini dei punti del codominio sono sempre costituite al più da un punto

· quando la pre-immagine è a sua volta una funzione

· quando la pre-immagine ha come dominio il codominio e come codominio il dominio.

Inversa: è la pre-immagine di una funzione biunivoca.

Pari: quando il dominio è simmetrico rispetto all’origine e soddisfa la seguente uguaglianza: f (-x) = f (x). Classico esempio è il valore assoluto. Una funzione pari è simmetrica rispetto all’asse delle ordinate.

	Equazioni
	- ½ x = 5 moltiplico per (-2): (-2)(-½x) = 5 (-2); x = -10

Dividere per un numero è come moltiplicare per l’inverso: -5 / (½) = -5 * 2

Per le equazioni fratte (quelle con la x al denominatore) prima trovo il C.E. e poi risolvo il numeratore.

	Prodotti

Notevoli
	Quadrato di binomio: 

Cubo di binomio:

Differenza di quadrati: 
Quadrato di trinomio:
	(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab
(a + b)3 = a3 + b3 + 3a2b + 3ab2
(a + b) (a – b) = a2 - b2
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ac

	Razionaliz-zazione
	Avere la radice al denominatore non è apprezzabile, in quanto comporta problemi nello studio delle funzioni. Per questo è preferibile razionalizzare, cioè moltiplicare e dividere per la radice:
	    x            x         √x        x√x       x√x       √x
─── =   ─── * ─── = ─── = ─── = ───
 2√x         2√x       √x       2(√x)2     2x         2


	Parabola
	f (x) = x2 
Equazione canonica:

y = ax2
· se a > 0 concavità verso l’alto
· se a < 0 vs basso
	Luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso detto fuoco e da una retta fissa detta direttrice.
Come da grafico:

Dato che la bisettrice è y = x

e la parabola è y = x2
allora se x2 – x > 0

la parabola sta sopra la bisettrice (a destra di 1).
	
[image: image6]

	Teorema di Ruffini
	Partiamo dal polinomio classico:

ax2 + bx + c = 0

∆  = b2 – 4ac

x1,2 = – b ± √∆

               2a

ax2 + bx + c =
(x-x1)(x-x2)
	Se ∆ = 0 le 2 soluzioni coincidono. C’è un unico punto di intersezione con l’asse x.
Se ∆ < 0 le 2 soluzioni sono complesse, perché la radice quadrata di un numero negativo non esiste. Questo implicherebbe che la parabola non abbia punti di intersezione con l’asse x.
Se ∆ > 0 le soluzioni sono R distinti: ci sono 2 punti di intersezione come nel grafico qui:
	y = x2 – 3x + 2       ∆= 9 – 4*1*2 = 1
x1,2 = [-(-3) ± √1]/2 = 1,2


[image: image7]

	I punti della parabola
	Le coordinate del vertice

L’asse di simmetria

L’intersezione con l’asse X

L’intersezione con l’asse Y
	   Xvertice = -b / 2a

   Yvertice = -∆ / 4a oppure si può trovare per sostituzione dopo aver trovato Xv
X = Xv
   y = 0 
   ax2 + bx + c = y   risolvo con Ruffini
   x = 0
   ax2 + bx + c = y   risolvo per sostituzione

	Disequazioni
	Se risolviamo come facevamo per le equazioni bisogna ricordarsi che dividendo e moltiplicando per un n < 0 si cambia il verso della disequazione: -3x + 1 ≥ 0;     3x – 1 ≤ 0;      x ≤ 1/3

	
	Casi più semplici


	c = 0

3x2 + 2x > 0

x (3x + 2) = 0    x1,2 = 0, -2/3

poiché a > 0 e il simbolo della disequazione è “>”, i segni sono concordi: valori esterni.
	
[image: image8]
Mentre con le equazioni trovavo dei valori, con le disequazioni trovo degli intervalli.

	
	
	b = 0

x2 – 144 > 0

x2 = 144; x = √144 = ± 12 perché sia +12 sia -12 alla seconda fanno 144. Invece x2 = -144 è impossibile perché nessun n2 <0.
	
[image: image9]

	
	a, b, c sono ≠ 0
	Risolvo con Ruffini: x1,2 saranno i due valori che delimitano gli intervalli.

	
	Disequazioni fratte
	Non è possibile “buttar via il denominatore” semplicemente calcolando il dominio (x ≠ -2) come facevamo per le equazioni.

x2 – 5x + 6 > 0      NUM: x1,2 = 2,3
     x + 2                 DEN: x > -2
Sceglierò le soluzioni che dall’incrocio risultano con il +, perché la disequazione > 0.
	
[image: image10]


	Le cubiche
	y = x3 
y = x (x2 + 1)
	Rispetto al diagramma di una parabola “il disegno è più stretto” (parte tratteggiata).
	
[image: image11]

	L’iperbole
	y = x-n
f (x) = x-2 = 1 / x2
quindi l’equazione canonica dell’iperbole equilatera con asintoti coincidenti agli assi è:

xy = K
	
[image: image12]

	Proprietà delle potenze
	ax * ay = ax + y
	(ax) y = ax * y
≠ ax y = (a) x y
	xn * yn = (xy)n

	ax  =        a    x
bx            b
	ax  = ax – y
ay
	x   = 1
x2     x
	1   =x –n
xn
	ax/y = y√ax

	Funzioni esponenziali
	y = ax
 (4)½ = √4 = 2

(-1)π; Э m/n = π

(-1)3/5  = 5√-13 = -1

(2)-3 = (½)3 = 1/8


	Sono funzioni con l’incognita all’esponente.

Passa sempre per il punto 1 sull’asse y.

Se a > 1 la funzione è crescente.

Se a < 1 la funzione è decrescente.

Se a = 1 è una retta // all’asse x.

Per convenzione e per comodità, assumiamo che, nelle funzioni esponenziali, a > 0.
	
[image: image13]



	Funzioni logaritmiche
	f(x) = logac = b

con c > 0 (sennò log Э)

con a > 0 (in ambito |R)

con a ≠ 1 (1b = 3 non ha senso: qualsiasi valore di b darebbe 1)

Ma allora il log è sempre > 0?

No: log2(½) = -1; infatti: 2-1 = ½ 

Se 0 < a < 1    il logaritmo è 

Se 0 < c < 1    negativo
	Il logaritmo “b” è l’esponente da attribuire alla base “a” per avere l’argomento del logaritmo “c”.

La funzione inversa della esponenziale (coincide con la sua pre-immagine ed) è, appunto, la funzione logaritmica.

Se non è specificata, la base è 10.

Quando la base è “e” il logaritmo è naturale: logex = ln x
	
[image: image14]
Esempi:

f(x) = |log½x|              f(x) = (log2x)+

[image: image15]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image16]
Se x > 0; f(x) = log2|x| = log2x

Se x < 0


[image: image17]
f(x) = |log1/3|x|| con x ≠ 0

log1/3|x|                      |log1/3|x||


[image: image18]   
[image: image19]

	
	Proprietà dei logaritmi

1) loga(xy) = logax + logay

2) loga(xy) = y*logax
Identità fondamentali

dei logaritmi

1) se logax = K → aK = x allora:
a logax = x

2) applicando la 2° proprietà,

x logaa = x → logaa = 1 allora:
loga(ax) = x
	Altri calcoli utili sui logaritmi:
logn2 = 2logn

log3√n = 1/3 logn

Nei logaritmi il segno “-“ corrisponde alla divisione ed il “+” alla moltiplicazione:

loga(b/c) = logab – logac

loga(b*c) = logab + logac
	

	
	Regole di 

cambiamento di base
	Per passare da “base a” a “base b”,

si moltiplica il coefficiente logba, cioè il fattore di conversione.

Se loga(ax) = x →

logb(alogax) = logbx →

logax *   logba  = logbx.


Fattore di conversione

Esempio:

log3x log93 = log9x   (x = ½)
	

	Funzioni trigonometriche


	α° : 360° = α radianti : 2π   →   α radianti = (2π * α°)/360°

La circonferenza goniometrica ha raggio = 1. Ogni angolo interseca la circonferenza goniometrica in un punto. Una volta condotte le perpendicolari agli assi, le distanze tra l’origine degli assi e il punto in cui cade il piede della perpendicolare sono rispettivamente il coseno e il seno dell’angolo.

Formula fondamentale della trigonometria:

Per ogni angolo α vale che:    sen2α + cos2α = 1
	
[image: image20]

	
	La funzione coseno è una funzione periodica di periodo 2π.
	
[image: image21]

	
	La funzione seno è traslata di 90°, cioè di π/2.
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




	
	La tangente    (cosx ≠ 0)

tgx =  senx 
          cosx
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




	…continua trigonometria
	Angoli opposti
	cos (-α) = cosα
sen (-α) = senα

tg   (-α) = - tgα
	
[image: image24]

	
	Angoli complementari: 2 angoli la cui somma è 90°
	cos (π/2 - α) = senα
sen (π/2 - α) = cosα
tg   (π/2 - α) = tgα
	
[image: image25]

	
	Angoli supplementari: 2 angoli la cui somma è 180°
	cos (π - α) = - cosα
sen (π - α) = senα
tg   (π - α) = - tgα
	
[image: image26]

	
	Angoli esplementari: 2 angoli la cui somma è 360°
	cos (2π - α) = cosα
sen (2π - α) = - senα
tg   (2π - α) = - tgα
	
[image: image27]

	
	Angoli che differiscono di 90°
	sen (α + π/2) = cosα
cos (α + π/2) = - senα

tg   (α + π/2) = - tgα
	
[image: image28]

	
	Angoli che differiscono di 180°
	sen (α + π) = - senα
cos (α +/- π) = - cosα

tg   (α + π) = tgα
	
[image: image29]

	
	Formule derivate dalla formula fondamentale della trigonometria
	sen2α + cos2α = 1 da cui:                                                                      _________
                   _________                                _________      tgα = ±√1 – cos2α                       

senα = ±√1 – cos2α           cosα = ±√1 – sen2α                      cosα                                                                                            

	
	Altre formule utili (tra 0 e π)
	Arccos (cosx) = x
	Arcsen (senx) = x
	Arctan (tanx) = x

	I limiti
	lim   x2 – 8x   + 15 

x→3  x2 – 10x + 21
	1) Sostituisco 3 ad x ed ottengo una forma indeterminata (cioè 0/0 o ∞/∞ o 0/∞ o ∞/0). Se ottenessi un numero qualsiasi quello sarebbe il limite (anche se di solito negli esercizi è indeterminato).

2) faccio i ∆… => x1,2 = 3,5; x1,2 = 3,7

3) Usando quando detto riguardo Ruffini, otteniamo la nuova formula che ci permette di eliminare i fattori che generano la forma indeterminata:

(x – 3)(x – 5)

(x – 3)(x – 7)

4) Ora sostituiamo nuovamente il 3 (dopo aver eliminato gli indeterminati):

(3 – 5)/(3 – 7) = ½

	
	lim   x3 + 2x2 – 3 

x→∞  4x3 – x + 1
	Raccolgo la variabile di grado massimo (x3):

x3 (1 + 2x2/x3 – 3/x3) = ¼ (perché tutte le frazioni con al denominatore x tendono a 0)
x3 (4 – x/x3 + 1/x3)

	30°=π/6;

45°=π/4;

60°=π/3;

90°=π/2;

120°=2/3π;

135°=3/4π;

150°=5/6π;

180°=π;

210°=7/6π;

225°=5/4π;

240°=4/3π;

270°=3/2π;

300°=10/6π;

315°=7/4π= –π/4;
330°= 11/6π =

–π/6;

360° = 2π.
	Tabella di risoluzione dei limiti con gli infiniti

	
	Moltiplicazioni:

n° * ∞ = ∞

+∞ * (+∞) = +∞

- ∞ * (- ∞) = +∞

+∞ * (- ∞) = - ∞
	Addizioni:

n° + ∞ = ∞

0 + ∞ = ∞

+∞ +∞ = +∞

- ∞ - ∞ = - ∞
	Divisioni:

n° / ∞ = 0

n° / 0 = ∞

∞ / n° = ∞

0 / ∞ = 0

±∞ / 0 = ±∞
	Forme indeterminate:

∞ / ∞

-∞ / -∞

+∞ / -∞

+∞ - ∞

0 * ±∞

0 / 0

	
	Tabella dei valori notevoli delle funzioni trigonometriche (esempio: cos(π/3) = ½)

	
	X
0

π/6
π/4

π/3

π/2

π
3/2π
2π
	Sin(x)

0

½

√2 /2

√3 /2

1

0

-1

0
	Cos(x)

1

√3 /2

√2 /2

½

0

-1

0

1
	Tan(x)

0

√3 /3

1

√3
Non esiste

0

0

0


	Le derivate
	Si dice che la derivata sia il limite di un rapporto incrementale. La derivata permette alla funzione di scendere di un grado. Il segno della derivata indica quando la funzione cresce o decresce. È possibile capire l’andamento e gli eventuali massimi e minimi delle derivate prime (>0). La derivata seconda permette, invece, di calcolare i punti di flesso (ovvero dove la funzione cambia concavità).

	
	Se la derivata f ‘...


	> 0 => f cresce

= 0 => f costante

< 0 => f decresce
	Se la derivata seconda f ‘’…
	> 0    => f è concava verso l’alto U
= 0    => punto di flesso

< 0    => convessa

	
	Derivate elementari, fondamentali e regole di derivazione:

	
	f(x)
	f ‘(x) = D = d/dt

	
	Derivata di un numero K (es.: 3)
	0           (i termini costanti derivando spariscono)

	
	X
	1

	
	D(xy)
	(incognita alla base)
	y * x y-1                               (es.: x3 => 3x2)

	
	d      Num (x)
dt      Den (x)
	Num’(x) * Den(x) – Num(x) * Den’(x)

                        Den2(x)

	
	La derivata di una fratta ha al denominatore il quadrato del denominatore e al numeratore la derivata del numeratore per il denominatore non derivato meno il numeratore non derivato per la derivata del denominatore.

	
	D (f * g) = D f(x) * g(x)
	f ‘(x) * g(x) + f(x) * g’(x)

	
	La derivata di un prodotto di funzioni è = la derivata della 1a funzione per la 2a + la 1a funzione per la derivata della 2a.

	
	cos (x3 + 2x)

3e-2x
	- sen (x3 + 2x) * (3x2 +2)

3e-2x(-2)

	
	La derivata di una funzione composta è uguale alla derivata della funzione esterna per la derivata della funzione interna.

	
	√(x3 +2x)
	       1

────── * (3x2 +2)

2√(x3 +2x)

	
	La derivata di una radice quadrata è uguale ad 1 fratto 2 volte la radice per la derivata dell’argomento della radice

	
	i√f(x)
	       1

─────── * f ‘(x)

i * i√(f(x)i-1)

	
	La derivata di una radice di indice i è uguale ad 1 fratto i volte la radice i della funzione elevata ad i -1, il tutto per la derivata dell’argomento della radice. Esempio: f = 3√x => f ‘ = 1/ (3 * 3√x2)

	
	cosx
senx

logax

ln(x)

ex     (sono la stessa formula, con incognita all’esponente)
ax
tg(x)

arcsen(x)

arccos(x)

arctan(x)

[ f(x) ± g(x) ]

[ f(x)α ]

[ ef(x) ]

[ af(x) ]

[ f(x)g(x) ]     (l’incognita è sia alla base sia all’esponente)
	- senx

cosx

1/x * logae = 1/(x * ln(a))

1/x

ex * ln(e) = ex * 1 = ex
ax * ln(a)

1/(cos2x) = 1 + tg2(x)

1/ √(1 - x2)

- 1/ √(1 - x2)

1 / (1 + x2)

f ‘(x) ± g’(x)

α f ‘(x) [f(x)]α-1
f ‘(x) ef(x)
f ‘(x)af(x) lna
f (x)g(x) [g’(x)lnf(x) + (f ‘(x)/f(x)) * g(x)]


	…riprende i limiti
	Teorema di De L’Hôpital: se…

· le funzioni f e g sono derivabili (cioè se sono continue) in un intervallo I

· sono tali che: g’(x) ≠ 0 per ogni x € I

· x0 € I

· lim f(x)  =    lim g(x) = 0

x→x0           x→x0
· lim      f ‘(x)   = un numero

       x→x0  g’(x)

allora:

              lim      f(x)   = quel numero

              x→x0  g(x)

	…continua

De L’Hôpital
	Applicazione del teorema (cioè: se trovo una forma indeterminata come ±∞/±∞ e il lim→±∞, prima derivo e poi sostituisco il valore del lim):
1) controllo che le due funzioni siano continue/derivabili.

2) controllo, sostituendo x→x0, che si generi una forma indeterminata.

3) Per applicare il teorema devo derivare il limite. NB: anche se c’è f(x)/g(x) si derivano separatamente f(x) e g(x), non si applica la formula di derivazione delle fratte!

4) Una volta derivato il limite, sostituisco nuovamente e trovo il risultato del limite.

	
	Esempio di applicazione:

lim      x – 1 = ?             I = ]0,2[     (ovvero: la funzione è compresa nell’intervallo tra 0 e 2 esclusi).
x→1   ln (x)

· sostituendo 1 avremo: (1 – 1 = 0) / (loge1 = 0) = 0 / 0 è indeterminato (e le 2 funzioni sono derivabili)!

· derivo: 1 / (1/x) = 1 * x = x

· sostituisco alla derivata: x = 1. Il limite per x che tende ad 1 della funzione è quindi 1: la funzione passa per (1,1)

	
	Esercizio 1:

lim         1 – senx    1 –  π/2    = 1 – 1 = 0/0 indeterminato! (confronta con trigonometria; esempio: nel diagramma del cos 
x→π/2     cosx         cos (π/2)        0                                        quando x è in π/2, il cos vale 0)
Applico DLH: – cosx =   0   = 0
                        – senx      -1

	
	Esercizio 2:

lim     x * ln |x|

x→0

Siccome così DLH non è applicabile, trasformo:
	x * ln |x|

0 * (come da diagramma…risulta -∞) =

0 * -∞ => forma indeterminata
	

	
	ln |x|  poi sostituisco: ln 0 = -∞ forma indeterminata.
1/x                              1/0      ∞

Applico DLH, derivando:

lim    1/|x|           =  1/|x|    =  1  *  x2  = – x

x→0  (0 – 1)/x2       -1/x2      |x|     -1

Sostituisco nuovamente:

lim     – x = 0

x→0

	
	Esercizio 3:
lim     senx – sena
x→a       x – a

(dove a è un numero)
	Sostituisco:

sena – sena =  0   indet.

      a – a          0
	Applico DLH, derivando:
lim     cosx – (la derivata di un n° = 0) = cosx
x→a                      1
	Sostituisco:
lim   cosx = cosa

x→a

	Funzioni integrali
	∫ f(x) dx

∫ f(t) dt
	Le funzioni integrali rappresentano il passaggio inverso rispetto alle funzioni derivate, infatti permettono di salire di un grado. Servono per misurare le aree (sotto l’asse x l’area è negativa). Poiché sono infinite le funzioni che, derivate, danno luogo ad una funzione primitiva, si aggiunge un fattore “+c”.

Il simbolo “∫” apre l’integrale, il simbolo “dx” o “d variabile” chiude l’integrale.

	
	Teorema fondamentale:
Se la funzione è continua in un intervallo allora è anche integrabile (e ovviamente derivabile) in quell’intervallo.

	
	Proprietà degli integrali:

	
	a

∫ f (x) dx =

b
	c

∫ f (x) dx  +

a
	b

∫ f (x) dx

c
	additività

	
	b

∫ [α f (x) + β g (x) ] dx  =

a
	   b

α ∫ f (x) dx  +

   a
	   b

β ∫ g (x) dx

   a
	linearità

	
	a

∫ f (x) dx =

b
	   b

– ∫ f (x) dx

   a
	antisimmetria

	
	b

∫ f (x) dx  ≤
a
	b

∫ g (x) dx
a
	monotonicità: siano f e g funzioni integrabili su [a,b]. Esiste tale proprietà se risulta: f (x) ≤ g (x).

	
	Risoluzione di un integrale

f (x) è la funzione integranda.
F (x) è la primitiva di f (x),

perché la derivata di F (x) è proprio f (x).
	∫ f (x) dx = F (x) + c


	Esempio:

∫ x2 dx    =  x3  + c

                   3

	
	
	Infatti, per provarlo, facciamo la derivata:
	1 * 3x2    =    x2
3

	
	Teorema di Torricelli – Barrow: si utilizza sempre quando si è di fronte ad un integrale definito (tra a e b).
Sia f una funzione continua nell’intervallo [a,b].

a
∫ f (x) dx  = F (a) – F (b)                   (N.B.: F sono le primitive, non le funzioni)

b

Esempio: F (0, –1) (N.B.: il primo va sotto il secondo va sopra)
        t3       -1             1

–                    =               – 0     = 1/3  (ho sostituito t con -1 in F(a) e poi con 0 in F(b) per poi sottrarli tra loro)
        3        0             3


	…continua integrali
	Primitive delle funzioni elementari (nota che sono inverse rispetto alle derivate)

	
	f (x)
	∫ f (x) dx

	
	1

k (numero)
x (incognita)

nx (numero per incognita)
	x + c

kx + c

x2 / 2 + c
n * x2 / 2 + c (infatti i numeri moltiplicati si portano fuori dall’integrale)

	
	xa, a ≠ – 1 (se a = – 1 allora risolvo 1 / x)
(ricorda però che: √x = xa con a = ½)
	     1    * xa+1 + c
 a + 1
	Esempio:  t2 =   t3 .
                          3

	
	1 / x

ex
	ln |x| + c

ex + c

	
	enx
e–x
	(1 / n) * enx + c
–e–x + c

	
	ax
	ax   + c

lna

	
	1 / (1 + x2)

1/ √(1 – x2)

senx

cosx

1 / cos2x
ln

arctg/arccos/arcsen
	arctanx + c

arcsenx + c

– cosx + c         (NB. Se confrontato con le derivate può “ingannare”)

senx + c

tgx + c
Procedimento: moltiplico *1 e poi risolvo per parti.

Come sopra, prendendo arc… come g(x) per derivarlo.

	
	Regoletta: ∫f ’ (x) * f (x) dx = f2 (x) / 2 + c            Es.: ∫1/x * ln (x) dx = ln2(x) /2

	
	5 Regole di integrazione

	
	∫ (f(x) ± g(x)) dx    =    ∫ f(x) dx ± ∫ g(x) dx

∫ α f(x) dx       =     α ∫ f(x) dx   (in pratica “tiro fuori” il numero)
	1. Linearità

	
	∫ f(x) * g’(x) dx      =       f(x) * g(x) – ∫ f ‘(x) * g(x) dx

E nell’intervallo tra b e a:

b                                                          b     b

∫ f (x) * g’ (x) dx    =       f(x) * g(x)       – ∫ f ‘(x) * g(x) dx

a                                                          a     a

Esempio:
∫senx * cosx dx = senx * senx – ∫ cosx * senx dx

  f (x)   g’(x)  => (scelgo arbitrariamente la funzione che preferisco derivare)
= sen2x – ∫senx cosx dx = 2 ∫ (senx cosx) / 2 = sen2x + c
	2. Per parti:

· riporto la prima funzione (scelgo la più complicata),

· la moltiplico per l’integrale della seconda funzione,

· sottraggo l’integrale di:

· la derivata della 1a funzione

· moltiplicata per l’integrale della 2° (che ho già risolto: g(x)).

	
	∫ f (φ(x)) φ’(x) dx   =  ∫ (y) dy | y = φ(x)
E nell’intervallo tra b e a:

b                                  φ(b)
∫ f (φ(x)) φ’(x) dx   =  ∫ (y) dy
a                                  φ(a)
	Esempio1:

∫ 33x dx; 3x = t; x = t/3

Trasformo anche dx! dx = 1/3dt

∫ 3t 1/3dt = 1/3 ∫3t dt =

= 3x / ln|3| *1/3
	3. Per sostituzione



	
	Esempio2:
· ∫ (e1-2√x) / √x dx     
· dx = 2t2-1 dt => dx = 2t dt

· ∫ (e1-2t) * 2t dt = ∫ e1-2t * 2dt    
                    t
· ∫ e1 * e -2t * 2dt

· 2e ∫ e -2t dt

· 2e * 1  * e -2t + c

              - 2
· e * (-e -2√x) + c
	· sostituisco √x = t quindi x = t2.

· Faccio il differenziale (assomiglia alla derivata), ovvero: dx = 2t dt

· Semplifico le “ t ”
· Sfrutto le proprietà delle potenze.

· Porto fuori i numeri dall’integrale (perché c’è una moltiplicazione)

· Applico la primitiva di enx e semplifico i “2”.

· Risostituisco: t = √x
	

	
	∫
	f ’(x) dx = ln |f(x)| + c
f (x)
	4. Il numeratore è la derivata del denominatore:

si trasforma nel modulo del logaritmo naturale del denominatore.

	
	∫
	   12x2    dx       Mi accorgo che f ‘(x) / f(x), allora risolvo così:

4x3 + 12            ln|4x3 + 12| + c
	

	
	∫
	      x2    dx       Mi accorgo che f ‘(x) / f(x), eccetto che manca un numero (12).

4x3 + 12           Allora moltiplico e divido per quel numero (sapendo che i numeri finiscono davanti all’integrale) e poi applico la regola 4.
	4a. Manca un solo fattore moltiplicativo (perché il numeratore sia la derivata del denominatore)

	
	 1 
12
	∫
	   12x2    dx  =   1  ln |4x3 + 12| + c
4x3 + 12           12
	

	
	Es.2:
	∫
	    1    . =
1 + ex
	∫
	1 + ex – ex. =
1 + ex
	∫
	1 + ex. –     ex    .= x – ln|1 + ex|
1 + ex      1 + ex
	

	
	∫
	C (x) dx =

D (x)
	∫
	(
	  A     +   B   .
f1(x)     f2(x)
	)
	dx
	=
	∫
	  A    dx + f1(x)
	∫
	  B    dx
f2(x)
	5. Regola 5


	…continua integrali
	∫
	                     C (x)                    dx Denominatore di 2° grado (x)  
	
	5a. Regola 5 con denominatore di 2° grado. Risolvo così:

· x (A + B) – x2*A – x1*B
         (x – x1) * (x – x2)

· Utilizzo un sistema: trovo A e B

· A * ln |x – x1| + B * ln |x – x2|

	
	∫
	           6         dx

x2 + 7x + 12

x (A + B) +3A +4B
   (x + 4) * (x + 3)

   A+B = 0            A = -6

   3A + 4B = 6      B = 6

-6 * ln|x +4| + 6 ln |x + 3| + c
	Utilizzo Ruffini:
∆ = 49 – 4*12 = 1

x1,2 = - 4, -3

allora: x (A + B) +3A +4B = 6
al numeratore non c’è x => A+B=0

risolto il sistema…

…trovo la soluzione finale.
	

	
	Tabella risolutiva degli integrali


[image: image30]

	
	Se f ’ è costante…

Se f ’ è una retta…


Se f ’ è una parabola…


Se f ’ è un logaritmo…


Se f ’ è un’esponenziale…

Se f’ è un arco (sen, cos)…


	…F è una retta 


…F è una parabola


…F è una cubica:


…F è ancora un logaritmo

…F è ancora un’esponenziale


…F è una curva:
	Se k > 0 la retta sale

Se k < 0 la retta scende

Calcolare i punti

Calcolare i punti

Infatti f ’ (ex) = F(ex)
Se f ’ > 0 sale

Se f ’ < 0 scende

	
	Se F(a,b) …
	…allora l’integrale passa per “a” sulle x.


Esempi di funzioni svolte:
	y = 2sen(x) et y = ½ sen(x)


[image: image31]
“Moltiplicando si allunga, dividendo si accorcia”.
	y = sen(2x) et y = sen(x/2)

[image: image32]
“Moltiplicando il grafico si stringe, dividendo “si allarga”.

	y = sen(x – π/2) et y = sen(x) – π/2

[image: image33]
“sottraendo dentro l’argomento si sposta vs. destra, fuori vs. basso”.
Ovviamente, sommando andrebbe verso sinistra e verso l’alto.
	y = arcsen(x) et y = arcsen(–x)

[image: image34]

	y = arctan(x) et y = arctan(–x)


[image: image35]
	y = arccos(x) et y = arccos(–x)

[image: image36]

	y = arccos(cos(π/2 – x)) = arccos(sen(π – x)) = arccos(cos(3π/2 + x))

= arccos(sen(x))


[image: image37]
	y = arcsen(cos(π/2 – x)) = arcsen(sen(π – x))

= arcsen(cos(3π/2 + x)) = arcsen(sen(x))

[image: image38]

	y = arcsen(cos(+/–x)) = arcsen(sen(π/2 +/– x))

[image: image39]
	y = arctan(tan(x)) = arctan(tan(π + x))

[image: image40]

	y = sen(π/2 +/– x) = cos(+/– x)

[image: image41]
	y = cos(π/2 – x) = sen(π – x) = cos(3π/2 + x)

[image: image42]


	y = tan(π/2 – x) = tan(3π/2 – x)

[image: image43]
	y = arctan(tan(π/2 – x)) = arctan(tan(3π/2 – x)

[image: image44]

	y = cos(π/2 + x) = cos(3π/2 – x) = sen(π + x) = sen(–x)

[image: image45]
	y = tan(π/2 + x) = tan(3π/2 + x)

[image: image46]

	y = arccos(cos(π/2 + x)) = arccos(sen(π + x))
= arccos(cos(3π/2 – x) = arccos(sen(–x))


[image: image47]
	y = arcsen(cos(π/2 + x)) = arcsen(sen(π + x))
= arcsen(cos(3π/2 – x) = arcsen(sen(–x))


[image: image48]

	y = arctan(tan(π/2 + x)) = arctan(tan(3π/2 + x))

[image: image49]
	y = cos(π +/– x) = sen(3π/2 +/– x)

[image: image50]

	y = tan(π – x) = tan(–x)

[image: image51]
	y = arccos(cos(π +/– x)) = arccos(sen(3π/2 +/– x)

[image: image52]

	y= arcsen(cos(π +/– x)) = arcsen(cos(x – π)) = arcsen(sen(3π/2 +/– x)

[image: image53]
	y = arctan(tan(π – x)) = arctan(tan(–x))

[image: image54]

	y = tan(π + x)

[image: image55]
	y = arccos(cos(+/–x)) = arccos(sen(π/2 +/– x)) = arccos(sen(α))


[image: image56]


[image: image57.emf] 
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Mentre la x si avvicina a 0, cosa fa la funzione?


Risposta: tende a -∞





Se l’integrale è definito, alla fine del procedimento utilizzo il teorema di Torricelli-Barrow.





SI: faccio la divisione…





NO: Il denominatore è di primo grado?





SI: risolvo per parti





NO: Allora è composta?





SI: risolvo per parti





SI: Risolvo con la regola 5.





SI: risolvo per sostituzione.





NO: Il denominatore è di terzo grado?





SI: risolvo con la regola 5a.





NO: Il denominatore è di secondo grado?





NO: Posso inserire un fattore moltiplicativo?





SI: ln |f(x)| + c


(regola 4a)





SI: ∫ f ‘(x) / f(x) ?





SI: risolvendo per parti il 2° integrale è più semplice?





NO: risolvo per sostituzione





NO: Allora è un prodotto di funzioni?





NO: Allora è fratta?





SI: risolvo per sostituzione





 5/2π





  - ½ 





 ½ 





 1





 - 1





-2π    -3π/2 -π   -π/2





π/2      π    3π/2   2π





 2





 -1





-2π    -3π/2 -π   -π/2





π/2      π    3π/2   2π





 1





y = arcsen(-x)





y = arcsen(x)





 -π/2





 π/2





1





-1





-0,5





0,5





y = arccos(x)





y = arccos(-x)





1





-1





-0,5





0,5





 π/2





 π





y = arctan(x)





y = arctan(-x)





6





 -π/4





 π/4





4





-4





-2





2





-2π    -3π/2     -π        -π/2





π/2      π        3π/2       2π
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 π
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 π
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NO: Allora c’è qualcosa che si ripete?





SI: ∫f dx + ∫g dx (linearità)





NO: Allora è una somma di primitive?





SI





N.B.: calcolare F(0,2) è diverso che calcolare F(2,0) quando si svolge Torricelli-Barrow: bisogna sostituire infatti F(a,b) oppure F(b,a).





N.B.: se 0 < x < π/2:


y = x: è la bisettrice!


Più facile che scrivere arcsen(sen(x))!


Se π/2 < x < π allora:


y = – x + π dove:


– perché decresce, x perché è retta, + π è l’intersezione sulle Y!





E’ risolvibile con le primitive?





  - ½ 





 ½ 





 1





 - 1





-2π    -3π/2 -π   -π/2





π/2      π    3π/2   2π





 x





nb: x1 è il numero più piccolo!





Se fosse sin(t–π/2)–, 


dovrei prima disegnare la retta


(t – π/2),


poi applicare la parte negativa (più interna del seno) e poi applicare il seno.








