Esercizio 3 del 18 Gennaio 2005

Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A3x3 senza effettuare scambi di colonne,

si hanno le seguenti informazioni:

1. il vettore 2e1 + 3e2 − 2e3 è soluzione del sistema A2x = e1 + 3e2 + ke3
2. la seconda colonna di Q1 è 2e1 − 3e2 + e3
3. Nel secondo passo di pivotizzazione non si sono fatti scambi di righe. Il secondo

pivot è -2 e sono intervenute le matrici T1,2(−1) e T3,2(2)

Trovare A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia

minima, trovare una base per span(A) e per il ns(A).

Soluzione:
· x passi di pivotizzazione già compiuti implicano che (siccome pivotizzare = trasformare in matrice identità) x colonne siano già parte della matrice identità.

· Non essendoci stati scambi di colonne, la matrice A2 sarà:

	1
	0
	?

	0
	1
	?

	0
	0
	?


· nota: il vettore di cui all’indizio 1 è ordinato (e1,e2,e3), se non lo fosse bisognerebbe ordinarlo!
· Inserisco i coefficienti del vettore nella moltiplicazione matriciale A2x (la soluzione del sistema è x, infatti):

	2

	3

	-2


· Moltiplico A2 per x (nota: siccome per le matrici non vale la proprietà commutativa non posso moltiplicare x per A2) e scrivo anche il risultato dato dall’indizio 1 come soluzione del sistema. Ne risulta:
A2

 x     X
 =
 x
 = 

· Faccio la moltiplicazione righe per colonne:
1) prima riga per colonna x: 1 x 2 + 0 x 3 + a1(-2) = 1
2) seconda riga per colonna x: 0 x 2 + 1 x 3 + a2(-2) = 3

3) terza riga per colonna x: 0 x 2 + 0 x 3 + a3(-2) = k

· Risolvo il sistema per trovare a1, a2, a3:

a1 = ½
a2 = 0

a3 = -k/2

· scrivo A2:

	1
	0
	½ 

	0
	1
	0

	0
	0
	-k/2


· A questo punto devo cercare il rango della matrice A (ma è una parentesi nella ricerca di A): poiché il rango nella pivotizzazione non cambia, lavoro su A2 (perché è più semplice):
· Se –k/2 = 0 → k = 0 → A2 diventa:

	1
	0
	½ 

	0
	1
	0

	0
	0
	0


· Allora guardo se il rango è 2: devo cercare una sottomatrice 2x2 il cui determinante ≠ 0:
la trovo qui: il determinante di una matrice 2x2 = il prodotto dei termini sulla diagonale principale – il prodotto dei termini sulla diagonale secondaria: 1 x 1 – 0 x 0 = 1 ≠ 0. Il rango è quindi 2 (il più alto ≠ max).
· Ora dobbiamo risalire da A2 ad A1, per la strada verso A, la matrice originale. NOTA BENE: so che:

1. una matrice Ti,j (α) = matrice identità, dove ho sostituito al posto di uno zero il numero α, nella colonna jesima alla riga iesima.
2. una matrice Dr (α) = matrice identità, dove ho sostituito α al posto di un 1 sulla diagonale, nella colonna resima alla riga resima.

3. una matrice Si,j = matrice che scambia la colonna o la riga i con la colonna o la riga j:

1) se la matrice S è scritta a sinistra della matrice An → si scambiano le righe;

2) se la matrice S è scritta a destra della matrice An → si scambiano le colonne.

· Su ogni passo si ha:
A1 = Q1 * A

A2 = Q2 * A1
A3 = Q3 * A2 etc.

4. Quindi so anche che la matrice Q è la matrice unione di tutte le matrici S, D e T.

· Ora posso usare l’indizio 3, che mi fornisce 2 matrici:
1. T1,2(−1) e T3,2(2)
2. Q2 = T1,2(−1) * T3,2(2) * D2 (-2)

Il testo dice, infatti, che il pivot era -2: durante il 2° passo di pivotizzazione nel posto 2, 2 c’era un -2 anziché un 1.

Trasformando l’1 in -2 per creare la matrice identità, c’è stata una moltiplicazione per -½, appunto!

In poche parole, quando mi dice quale era il pivot, faccio sempre: Dn°del passo(1/pivot).

· So che non si possono ordinare le matrici a caso, ma che vanno nel seguente ordine: prima le S, poi le D, poi le T:

A1 = D2(-½) * T1,2(1) * T3,2(-2) * A2

↓



 Risulta 1 perché con le matrici T faccio l’opposto: cambio segno.

Risulta -2 perché con le matrici D capotto: faccio il reciproco.

Quindi la moltiplicazione è la seguente:

D2

     T1,2


T3,2

A2

· procedo riga per colonna (come già mostrato), moltiplicando prima la prima matrice per la seconda, poi il risultato a sua volta per la terza (e così via):


=


=




= A1 = 
· Devo risalire alla matrice Q1, parto dall’indizio 2:
	0
	2
	0

	1
	-3
	0

	0
	1
	1


Questo perché nella matrice Q1 la colonna che non è elemento della base canonica (cioè ≠ dalla colonna della matrice identità) è la seconda, mentre dovrebbe essere la prima: questo implica che ci sia stato uno scambio nel primo passo di pivotizzazione (avevamo detto che nella matrice A non c’erano scambi, ma evidentemente ci sono nella Q).
Q1 = 


* S1,2
La prima colonna, però, dovrebbe avere come primo elemento il numero 1, invece c’è il numero 2. È, quindi, necessario dividere tutte la colonna per 2 (per tornare a ritroso nella moltiplicazione riga per colonna). Compare così la matrice D1(2): 

Q1 = 


* D1(2) * S1,2
 (così come le T fanno l’opposto e le D fanno il reciproco, le S passano da dx a sx)
Ora scompongo questa matrice:
Q1 = T2,1(-3/2) * T3,1(½) * D1(2) * S1,2 
· Sappiamo che A1 = Q1 x A, ma ci interessa A, quindi “capottiamo” Q1:
A = S1,2 * D1(½) * T3,1(-½) * T2,1(3/2) * A1 



Q1–1 
· Ora posso risalire alla matrice iniziale, A:
S1,2 * 
D1(½) * 

    T3,1(-½) * 

T2,1(3/2) * 
A1

S1,2 *

· faccio la solita moltiplicazione riga x colonna, moltiplicando le prime 2 matrici:

S1,2 *

· proseguo nella moltiplicazione, moltiplicando nuovamente le prime 2 matrici:

S1,2 *




    = S1,2 *
· ora, visto che precedentemente ho spostato la matrice S, e che ora è a sx, devo spostare la 1a riga con la 2a:

A =
· Ora che abbiamo trovato la matrice originale, il testo ci chiede di trovare lo span (A).
· Il rango è minimo (o meglio: è ≠ dal massimo): lo avevamo calcolato, è 2. Se il rango è 2 allora devo cercare 2 colonne, all’interno di A, non multiple tra loro.
· Prendo in considerazione le colonne usate nella matrice A2 (ovvero: le prime 2 colonne) per fare il quadrato, ma con i valori di A:
Span (A) = 

· Ora cerco il nullspace (A): riconsidero la matrice A2, sostituendo 0 a K.
	1
	1
	½ 

	0
	1
	0

	0
	0
	-k/2 = 0


· Trovare il ns (A) significa risolvere il sistema: A2x = 0:
A2

 x     X
 =   0
 x
 = 

· Risolvo riga per colonna come al solito:
1 * x1 + 0 * x2 + ½ * x3 = 0
x2 = 0

0 = 0 Ora sostituisco questa equazione con x3 = t.
· Sostituendo la t nella prima equazione:

x1 = -½ t
x2 = 0
Quindi ho trovato il vettore: x(t) = 

x3 = t

· Sostituisco un numero qualsiasi a t (1 va sempre bene, mentre si sconsiglia lo 0 perché non permette di risalire al vettore), il ns (A) è formato dalle combinazioni del vettore risultante:
ns (A) = span
Esercizio 3 del 15 Giugno 2005
Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A3x4 si è ottenuta una matrice A2. 
Sapendo che:

1. e1 + e2 − e3 + e4 è soluzione del sistema: A2 * x = e1 + ke3
2. e2 + 2e3 + 3e4 è soluzione del sistema: A2 * x = e3
3. Nel primo passo si è scambiata la prima con la quarta colonna e la prima colonna di Q1 è:
2e1 + e3
4. Nel secondo passo si è scambiata la seconda con la terza riga, sono intervenute le matrici:
T1,2(−1) e T3,2(1)
5. Inoltre: det(Q2) = 4

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima,

trovare una base per span(A) e ns(A).
Soluzione:

· Utilizzo l’indizio 1 e risolvo: 
A2     

      x           e1+ e2 − e3 + e4    =            e1 + ke3
	1
	0
	a1
	b1

	0
	1
	a2
	b2

	0
	0
	a3
	b3

	1

	0

	k


      x
   

        =


· Essendo una moltiplicazione righe per colonne il risultato è uguale al numero di righe

· Faccio la moltiplicazione righe per colonne:

1) prima riga per colonna x: 1 x 1 + 0 x 1 + a1(-1) + b1 x 1 =1

2) seconda riga per colonna x: 0 x 1 + 1 x 1 + a2(-1) + b2 x 1= 0

3) terza riga per colonna x: 0 x 1 + 0 x 1 + a3(-1) + b3 x 1= k

· Risolvo il sistema per trovare a1, a2, a3:

a1 = b1
a2 = b2+ 1

a3 = b3-k

· scrivo A2:

	1
	0
	b1
	b1 

	0
	1
	b2+1
	b2

	0
	0
	b3-K
	b3


· Utilizzo l’indizio 2 e risolvo: 
A2     

      *           e2 + 2e3 + 3e4         =            e3
	1
	0
	b1
	b1 

	0
	1
	b2+1
	b2

	0
	0
	b3-K
	b3

	 0

	 0

	 1


   

    *
   

        =


· Faccio la moltiplicazione righe per colonne:

1) prima riga per colonna x: 0 + 0 + 2b1 + 3b1 = 0

2) seconda riga per colonna x: 0 + 1 + 2b2 + 2 + 3b2 = 0

3) terza riga per colonna x: 0 + 0 + 2b3 - 2k + 3b3 = 1

· Risolvo il sistema per trovare b1, b2, b3:

b1 = 0

b2 = -3/5

b3 = (2k+1)/5

· scrivo A2:

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	2/5
	-3/5

	0
	0
	(1-3K)/5
	(2K+1)/5


· Determinanti:

1. Il determinante delle matrici T è sempre 1, perché hanno tutti 1 sulle diagonali.

2. Il determinante delle matrici D è il numero che contengono tra parentesi.

3. Le matrici S fanno cambiare il segno (moltiplicano per -1)

· Utilizzo il 5° indizio: det(Q2) = 4
· A2 = Q2 x A1 = T1,2 (-1) T3,2 (1) D(X) S2,3 xA1
                            1    x   1     x       X x (-1) = 4      (      -X = 4     (      X = -4  quindi:

Q2 = T1,2(-1) T3,2(1) D2(-4) S2,3


A1 = Q2-1 A2 = S2,3                         D2(-1/4)                    T 1,2(1)                   T3,2(-1)                    A2  =
	1
	0
	0

	0
	-1/4
	0

	0
	0
	1

	1
	1
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1

	1
	1
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1


                            = S2,3                          A2 =


	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	-1
	1


	1
	1
	0

	0
	-1/4
	0

	0
	0
	1


= S2,3 A2 =

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	2/5
	-3/5

	0
	0
	(1-3K)/5
	(1+2K)/5

	1
	1
	0

	0
	-1/4
	0

	0
	-1
	1


       = S2,3 = 

	1
	1
	2/5
	-3/5

	0
	-1/4
	1/10
	3/20

	0
	-1
	(1+3k)/5
	(4+2k)/5


       = S2,3 =


	1
	1
	2/5
	-3/5

	0
	-1
	(1+3k)/5
	(4+2k)/5

	0
	-1
	1/10
	3/20


      =      = A1
· A1 =Q1xAxS1,4
· Utilizzo indizio 3: Nel primo passo si è scambiata la prima con la quarta colonna e la prima colonna di Q1 è:
	2
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	1


2e1 + e3
· Devo scrivere Q1 come lista di tutte le matrici D e matrici T



· Per trovare l’identica, devo avere nella prima colonna: 1,0,1               Q1=
perciò devo dividere per 2 e ottengo:

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	1/2
	0
	1


Q1 =  x D1(2) = T3,1(1/2) x D1(2)
Dato che A1 = Q1xA

Q1 = T3,1(1/2) x D1(2)


N.B.: non devo inserire S1,4 (indizio 3) in quanto si riferisca ad A

A = Q1-1 x A1 x S1,4=

= A x D1(1/2) x T 3,1(-1/2) x A1 x S1,4 =

	-3/10
	½
	1/5
	½

	(2(2+k))/5
	-1
	-(1+3k)/5
	0

	9/20
	-3/4
	-3/10
	-1/2


= A = 

· Per calcolare lo span (A), scrivo la matrice A2 e calcolo il determinante al variare di K

Esercizio 3 del 1 Febbraio 2006

Dopo 2 passi di pivotizzazione senza scambi di colonne su di una matrice A3x3 si è ottenuta una matrice

A2 e le seguenti informazioni:

1. La prima colonna di Q1 è 1/2e1 + e3
2. Nel secondo passo di pivotizzazione si è scambiata la seconda con la terza riga e sono intervenute

le matrici: D2(3) T3,2(−1)
3. I complementi algebrici dei posti (3, 2) e (3, 1) della matrice A2 valgono 4 e det(A2) + 2det(A1) = k + 1.

Trovare A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e per il ns(A).
Soluzione:

	1
	0
	a1

	0
	1
	a2

	0
	0
	a3


A2 = 
N.B.: Complemento algebrico = determinante (cambiato di segno se l’elemento selezionato ha apice -) della sottomatrice che si ottiene eliminando la riga e la colonna del posto indicato.

Uso indizio 3: Complemento algebrico di (3,2) vale 4 (l’elemento indicato ha apice -)
	1+
	0-
	a1+

	0-
	1+
	a2-

	0+
	0-
	a3+

	1
	A1

	0
	A2


A2 =  = - det  = - (a2 - 0a1) = -a2 = 4 ( a2 = -4

Uso indizio 3: Complemento algebrico di (3,1) vale 4 (l’elemento indicato ha apice +)
	1+
	0-
	a1+

	0-
	1+
	a2-

	0+
	0-
	a3+

	0
	A1

	1
	A2


A2 =  = det  =  (0 x a2 - a1) = -a1 = 4 ( a1 = -4

Il determinante è il numero che si ottiene dopo aver fatto tutti i calcoli scegliendo una rigo o una colonna (con più zeri) ed eliminando ogni volta la riga e la colonna dell’elemento scelto. Il determinante è uno solo ed è il risultato finale.
Il complemento algebrico  è il determinante di ogni sottomatrice trovata calcolando il determinante della matrice globale. In una matrice 3X3 si ha un solo determinante e tre complementi algebrici. I complementi algebrici sono tanti quante solo le righe/colonne.
Sia il determinate sia il complemento algebrico si applicano solo a matrici quadrate
Prima di capire quanto vale A3 devo guardare qual è il rapporto tra det(A2) e det(A1)

Det(A2) = 0

A2 = Q1 x A1 ( A2 = T3,2(-1) D2(3) S2,3 A1
A1 = S2,3 D2(1/3)T3,2(1)A2
det(A1)= 1/3 det(A2)

	1
	0
	0

	0
	1/3
	0

	0
	0
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	-4

	0
	1
	-4

	0
	0
	a3


A1 = S2,3     =


	1
	0
	0

	0
	1/3
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	-4

	0
	1
	-4

	0
	0
	a3


= S2,3             =
	1
	0
	-4

	0
	1/3
	-4/3

	0
	1
	-4+a3

	1
	0
	-4

	0
	1
	-4+a3

	0
	1/3
	-4/3



= S2,3 
· Determinante (A1) = -4/3 – 1/3(a3-4)
· Torno indietro, utilizzo indizio 3: det(A2) + 2det(A1) = k + 1
                          a3 + 2((-4/3)(-1/3a3)+4/3) = k + 1   (  1/3a3 = k + 1   (  a3 = 3(k+1), sostituisco il valore in A2 
	1
	0
	-4

	0
	1
	-4

	0
	0
	3(k+1)

	1
	0
	-4

	0
	1
	-4

	0
	0
	3(k+1)


A2=     

	1/2
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	2
	0
	1



Q1=   =                                            D1(1/2) = T3,1(-2) 

A1 = T3,1(2) D1(1/2)A   ( A = D1(2) T3,1(-2)A1
	2
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1


	1
	0
	0

	0
	1
	0

	-2
	0
	1

	1
	0
	-4

	0
	1
	3k-1

	0
	1/3
	-4/3


A =   =

	2
	0
	0

	0
	1
	0

	-2
	0
	1

	1
	0
	-4

	0
	1
	3k-1

	0
	1/3
	-4/3


=       =


	2
	0
	-8

	0
	1
	3k-1

	-2
	1/3
	20/3


= 

al prof. viene – 76/3
Manca Span e NS

Esercizio 3 del 12 settembre 2005

Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A3x3 si è ottenuta una matrice A2. 
1. Sapendo che:
a. (e1T + e2T)A2 = e1T + e2T + 5e3T
b. (e1T – e2T)A2 = e1T – e2T + e3T
2. Det(A2)= k+2
3. Nel primo passo si è scambiata la prima con la terza colonna
4. La seconda colonna di Q1 è: 2e1 + 2e2 + e3
5. Nel 2° passo non sono stati effettuati scambi, è intervenuta (tra le matrici T) solo T3,2(−1) e det(Q1 X Q2) = 6

Trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima,trovare una base per span(A) e ns(A).

Soluzione:

	1
	0
	a1

	0
	1
	a2

	0
	0
	a3


A2
· Uso indizio 1A: risolvo somma e1T + e2T
	1
	0
	0

	1
	0
	0



· Risolvo: (e1T + e2T) A2 = e1T + e2T + 5e3T

	1
	1
	0

	1
	0
	a1

	0
	1
	A2

	0
	0
	A3

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	5


 


	1
	1
	a1+a2

	1
	1
	5



Quindi il sistema sarà:

1 = 1
1 = 1

a1 + a2 = 5







· Stesso procedimento per il punto 1B, ottengo sistema:

1 = 1

-1 = -1

a1 - a2 = 1

· Il sistema finale sarà:

a1 + a2 = 5
    a1 = -a2+5               a1 = 3
a1 - a2 = 1        - a2 – a2 + 5 = 1        a2 = 2
	1+
	0-
	3+

	0-
	1+
	2-

	0+
	0-
	a3+


· Utilizzo 2° indizio: Il determinante di una matrice 3X3 si calcola così:
· Scelgo la colonna con “+ zero”, considero il primo elemento, se ha “segno + nell’apice” lo riscrivo con lo stesso segno, se ha segno meno inverto i segni. N.B.: se avessi trovato -1+ avrei utilizzato -1
· Scrivo la matrice che si ottiene tagliando le righe e le colonne dell’elemento e moltiplico per il determinante:

	1
	2

	0
	a3

	0
	3

	0
	a3

	0
	3

	1
	2


= +1 x det - 0 x det +0 x det = a3
· Svolgo il determinante della matrice 2x2: 1 x ((1xa3)-(0x2)) = a3 quindi il determinante di A2= a3 = k+2 perciò:

	1
	0
	3

	0
	1
	2

	0
	0
	K+2


A2 =
· Normalmente dovrei andare a calcolare la matrice Q2, ma in questo caso avendo molti indizi (4 e 5) sulla matrice Q1 la calcolo per prima e poi la utilizzerò per ricavare Q2.
· Nel primo passaggio interviene la matrice S che mi permettere di spostare la “colonna non identica” nella prima colonna

· Nel secondo passaggio interviene la matrice D che mi permette di assegnare al pivot valore 1, infatti divido l’intera colonna per 2.
	0
	2
	0

	1
	2
	0

	0
	1
	1

	2
	0
	0

	2
	1
	0

	1
	0
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	0

	½
	0
	1


Q1 =  =           S1,2 = D1(2) S1,2 =
T2,1(1) x T3,2(1/2) x D1(2) x S1,2 = Q1
· Calcolo il determinante di Q1 (poi mi sarà utile per il calcolo di Q2)

	0+
	2-
	0+

	1-
	2+
	0-

	0+
	1-
	1+

	2
	0

	1
	1


Q1= det(Q1)= 0 x …-1 x det  + 0 x … = -1 x 2 = -2 = det(Q1)
· Indizio 5 : det(Q1 x Q2) = 6  (  (-2 x Q2)=6  (  Q2 = -3 Proprietà delle matrici: det(Q1) X det (Q2) = det (Q1 x Q2)
· L’indizio 5 mi dici inoltre che nel secondo passo è intervenuta la matrice T3,2(−1)
A2 =Q2 x A1 = T3,2(−1) x A1 ma nelle matrici Q il determinante è uguale al pivot quindi: A2= T3,2(−1) x D2(-3) x A1
quindi: A1= D2(-1/3) x T3,2(1) x A2=

	1
	0
	0

	0
	-1/3
	0

	0
	0
	1


	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	3

	0
	1
	2

	0
	0
	k+2

	1
	0
	3

	0
	-1/3
	-2/3

	0
	1
	K+4


A1= =

· Uso 4° indizio: A1 = Q1 x A  ( A = Q1-1 x A1  ( A = S1,2 x D1(1/2) x T2,1(-1) x T3,1(-1/2) x A1 x S1,3
	-11/3
	-1/3
	-1

	3/2
	0
	½

	5/2 + k
	1
	-1/2


A =
Ns Span
Esercizio 3 del 15 febbraio 2005

Dopo 3 passi di pivotizzazione su di una matrice A4x4 si è ottenuta una matrice A3. Sapendo che:

1. e1 − 2e2 + e3 − e4 è soluzione del sistema: A3 x S2,3 x X = D2(−5) x (e1 + e2 + e3 − ln(k)e4)

2. La prima colonna di Q1 è: 1/3e1-e4
3. La terza colonna di Q2 è: −3e2 + e3 + e4
4. Nel terzo passo si è scambiata la terza con la quarta colonna, il pivot è -2 ed è intervenuta la matrice T2,3 (−1)

Trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).
Soluzione:

· Utilizzo primo indizio: A3 x S2,3 x e1 − 2e2 + e3 − e4 = D2(−5) x (e1 + e2 + e3 − ln(k)e4) =
	1
	0
	0
	a1

	0
	1
	0
	a2

	0
	0
	1
	a3

	0
	0
	0
	a4


	  1

	 -2

	  1

	 -1

	1
	0
	0
	0

	0
	-5
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1

	1

	1

	-ln()k


=           x S2,3 x       =          x          =
Calcolo: A3 x S2,3 x e1 − 2e2 + e3 − e4     =     D2(−5) x (e1 + e2 + e3 − ln(k)e4                        Risolvo il sistema:
                  1 x 1 + 0 + 0 -a1= 1 -a1                  1                                                              1-a1=1                          a1= 0
                  0+0+1-a2= 1-a2                             -5                                                              1-a2=-5                        a2= 6
                  0-2+0-a3 = -2-a3                             1                                                               -2-a3=1                       a3= -3
                  -a4                                                 -ln(k)                                                          a4 = ln(k)                    a4= ln(k)
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	6

	0
	0
	1
	-3

	0
	0
	0
	ln(k)


A3=
· Utilizzo indizio 4: 3° passo si è scambiata la 3° con la 4° colonna, il pivot è -2 ed è intervenuta la matrice T2,3 (−1)
A3 = Q3 x A2 = T2,3(-1) x D3 (-1/2) x S3,4
A2 = Q3-1 x A3 = D3(-2) x T2,3(1) x A3 x S3,4 =
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	-2
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	6

	0
	0
	1
	-3

	0
	0
	0
	ln(k)

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	3
	1

	0
	0
	6
	-2

	0
	0
	ln(k)
	0


= =
· A2 = Q2 x A1
	1
	0
	0
	0

	0
	0
	-3
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	-3
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	1


Q2=    =  S2,3 = T3,2(1) x T4,2(1) x D2(-3) x S2,3

A1 = S2,3 x D2(-1/3) x T 4,2(-1) x T3,2(-1) x A2 =
	1
	0
	0
	0

	0
	-1/3
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	-1
	0
	1


= S2,3 x x A2   =

	1
	0
	0
	0

	0
	-1/3
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	-1
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	-1
	1
	0

	0
	0
	0
	0


= S2,3 x A2 = è da finire !!!!, ci siamo fermati qui
Esercizio 3 del 25 gennaio 2006
Dopo 2 passi di pivotizzazione senza scambi di colonna su di una matrice A4x4 si è ottenuta una matrice

A2 e le seguenti informazioni:

1. e1 + e3 − e4 appartiene al ns(A)
2. e1 − 2e2 + e3 + e4 è soluzione del sistema A2x = 2ke4
3. Nel primo passo di pivotizzazione si è scambiata la prima con la terza riga di A, è intervenuta la matrice T3,1(-2) ed il pivot è −1/3
4. La seconda colonna di Q2 è : 2e1 − 1/2e2 + e3
Trovare A, discuterne la caratteristica al variare di k e, se minima, trovare una base per span(A) e per il ns(A).
Soluzione:

	1
	0
	a1
	b1

	0
	1
	a2
	b2

	0
	0
	a3
	b3

	0
	0
	a4
	b4


A2 =
· Utilizzo il secondo indizio: A2 x e1 − 2e2 + e3 + e4 = 2ke4
	1
	0
	a1
	b1

	0
	1
	a2
	b2

	0
	0
	a3
	b3

	0
	0
	a4
	b4

	  1

	 -2

	  1

	  1

	0

	0

	0

	2k


                  x       = 

· Effettuo riga per colonna e ottengo il sistema:
1+a1+b1 = 0          a1 = -b1-1

-2+a2+b2 = 0         a2 = -b2+2

a3 + b3 = 0             a3 = -b3

a4 + b4 =2k           a4 = 2k-b4

· Utilizzo indizio 1: e1 + e3 − e4 appartiene al ns(A), ponendo A2 x e1 + e3 − e4 = 0
	1
	0
	-b1-1
	b1

	0
	1
	-b2+1
	b2

	0
	0
	-b3
	b3

	0
	0
	2k – b4
	b4

	  1

	 -2

	  1

	  1

	0

	0

	0

	0


                    x      =

· Risolvo il sistema:
1 + 0 + b1 -1 -b1 = 0                      b1 = 0 
              -b2 + 2 - b2=0                                 b2 = 1
              -b3 - b3=0                                        b3 = 0

              2k - b4 - b4=0                                  b4 = k

	1
	0
	-1
	0

	0
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	K
	k


A2 =

· Utilizzo indizio 4: la seconda colonna di Q2 è : 2e1 − 1/2e2 + e3
A2 = Q2x A1
	1
	2
	0
	0

	0
	-1/2
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	-4
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	-2
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	-4
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	-2
	1
	0

	0
	0
	0
	1


Q2 = = D2(-1/2) =  T1,2(-4)T3,2(-2)D2(-1/2)


A1= Q2-1 x A2 = D2(-2) T1,2(4) T3,2(2) x A2 =
	1
	0
	0
	0

	0
	-2
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	4
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	2
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	-1
	0

	0
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	K
	k


=        =
	1
	4
	3
	4

	0
	-2
	-2
	-2

	0
	2
	2
	2

	0
	0
	K
	k


=   =A2
A1 = Q1 x A = T3,2(-2) D1(-3) S1,3 A
A = S1,3 x D1(-1/3) x T3,1(2) x A1 = 
	-1/3
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	2
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	4
	3
	4

	0
	-2
	-2
	-2

	0
	2
	2
	2

	0
	0
	K
	K


= S1,3 x      x      = 
	2
	10
	8
	10

	0
	-2
	-2
	-2

	-1/3
	-4/3
	-1
	-4/3

	0
	0
	K
	K


=     =A
Ns e span

Esercizio 3 del 18 gennaio 2006
Dopo 3 passi di pivotizzazione su di una matrice A4x4 si è ottenuta una matrice A3 e le seguenti informazioni:

1. e1 − 2e2 + 1/2e3 + 2e4 appartiene al ns(A)

2. Nel primo passo si è scambiata la prima con la seconda colonna.

3. Nel secondo passo si è scambiata la seconda con la quarta colonna.

4. Nel terzo passo si è scambiata la terza con la quarta colonna.
5. La terza colonna di Q1, Q2, Q3 è: 2e1 − 2e2 + e3
Trovare A, stabilirne la caratteristica e trovare una base per span(A) e per il ns(A)
	1
	0
	0
	a1

	0
	1
	0
	a2

	0
	0
	1
	a3

	0
	0
	0
	a4


A3 =

· Utilizzo primo indizio: e1 − 2e2 + 1/2e3 + 2e4 appartiene al ns(A),

· se non si fossero stati scambi di colonne nei vari passo di pivotizzazione : Ns (A) = Ns (A1) = Ns (A2)
· poiché ci sono stati scambi devo cercare di scrivere A in funzione di A3, tenendo conto dei vari scambi:

A3 = Q3 x Q2 x Q1 x A x S1,2 x S2,4 X S3,4
A = Q1-1 x Q2-1 x Q3-1 x A3 x S3,4 x S2,4 x S1,2
· ora che ho ottenuto A la metto a sistema col vettore dato dall’indizio 1, per le proprietà delle matrici Q: il prodotto delle matrici q-1 è l’identica, quindi le posso ignorare ottenendo : 
	  1

	 -2

	½

	 2

	0  

	0

	0

	0


A3 x S3,4 x S2,4 x S1,2 x =

· Avrei potuto fare gli scambi di riga sul vettore, facendo prima, ma faccio gli scambi di colonna sulla A3
	0
	1
	a1
	0

	0
	0
	a2
	1

	1
	0
	a3
	0

	0
	0
	a4
	0

	  1

	 -2

	½

	 2

	0  

	0

	0

	0


          x         =

· Calcolo riga per colonna ed ottengo il sistema:
0 x 1 + (-2) x 1 +1/2 a1+ 0 x 2 = 0       a1=4
0 x 1 + 0 x (-2) + ½ a2 + 1 x 2 = 0       a2 = - 4
1 x 1 + 0 x (-2) + 1/2 a3 + 0 x2 =0       a3 = -2
0 x 1 + 0 x (-2) + ½ a4 + 0x2 = 0         a4=0
· Adesso riprendo la matrice A3 (non l’ultima che ho scritto perché sarebbe la A modificata) che avevo scritto inizialmente e sostituisco:

	1
	0
	0
	4

	0
	1
	0
	-4

	0
	0
	1
	-2

	0
	0
	0
	0


   A3 =

· Abbiamo A3 ora dobbiamo trovare A2

A3 = Q3 x A2
	1
	0
	2
	0

	0
	1
	-2
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1



Q3 = =T1,3(2) x T2,3(-2)

Faccio i cambi di segno:

Q3 -1 = T2,3(2) x T 1,3(-2)








Perché nel testo c’è lo scambio di colonna

	1
	0
	-2
	4

	0
	1
	2
	-4

	0
	0
	1
	-2

	0
	0
	0
	0

	1
	0
	-2
	0

	0
	1
	2
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1


A2 = Q3-1 x A3 x S3,4 =     x           x S3,4 =
Faccio la solita moltiplicazione riga per colonna e poi faccio lo scambio di colonna:

	1
	0
	-2
	8

	0
	1
	2
	-8

	0
	0
	1
	-2

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	8
	-2

	0
	1
	-8
	2

	0
	0
	-2
	1

	0
	0
	1
	0



x S3,4 = =


· Abbiamo la A2, dobbiamo trovare la A1 con lo stesso identico procedimento:

A2 = Q2 * A1
	1
	0
	2
	0

	0
	0
	-2
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	2
	0
	0

	0
	-2
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	0
	0
	1



Q2 = = 

* S2,3 =

Ma stavolta il pivot è -2 quindi non posso lasciare le cose invariate come fatto precedentemente, ma devo inserire una matrice D per dividere la seconda colonna x (-2).

	1
	-1
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	-½ 
	1
	0

	0
	0
	0
	1


=  
* D2(-2) * S2,3 = 

T1,2 (-1) * T3,2 (-½) * D2 (-2) * S2,3 =

Ora faccio Q2-1, cioè faccio i soliti capottamenti e inversioni di segno:

A1 = Q2-1 * A2 = S2,3 * D2(-½) * T3,2 (½) * T1,2 (1) * A2 * S2,4 

	1
	-1
	0
	0

	0
	2
	-6
	½ 

	0
	-1
	4
	-½ 

	0
	0
	0
	0



A1 = 


· Abbiamo la A1, dobbiamo trovare A:

A1 = Q1 * A

	0
	0
	2
	0

	0
	1
	-2
	0 

	1
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	2
	0
	0
	0

	-2
	1
	0
	0 

	1
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1


Q1 =
= * S1,3 =


Il pivot è 2 quindi divido la prima colonna per 2:

	1
	0
	0
	0

	-1
	1
	0
	0 

	½ 
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1



* D1(2) * S1,3 = 

T2,1 (-1) * T3,1 (½) * D1(2) * S1,3 =
A = Q1-1 * A1 * S1,2 = (lo scambio di colonna è stavolta quello suggerito dal testo). Ora sostituisco i valori che ho trovato per Q1-1:

A = S1,3 * D1(½) * T2,1 (1) * T3,1 (-½) * A1 * S1,2 =

	-1
	-½ 
	4
	-1

	2
	1
	-6
	3/2 

	0
	½ 
	1
	½ 

	0
	0
	0
	1


Manca Ns e Span
Esercizio 3 del 24/10/05
Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A3x3 si è ottenuta una matrice A2. Sapendo che:

1. Nel primo passo si è scambiata la prima con la terza colonna e la prima con la seconda riga. 
2. Nel primo passo il primo pivot era 3 ed è intervenuta la matrice T3,1(−1)
3. Nel secondo passo la seconda colonna di Q2 è risultata: 2e1 + 2e2 − e3
4. Il vettore: e1 + e2 − e3 è soluzione del sistema: D3(k) x A2 x X = 2e1 + e2 − (k − 1) e3      (k ( 0)

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).
Soluzione:
· Utilizzo indizio 4: D3(k) x A2 x e1 + e2 − e3 = 2e1 + e2 − (k − 1) e3   (k ( 0)
	  1

	 -2

	  1

	 -1


	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	k

	1
	0
	a1

	0
	1
	a2

	0
	0
	a3

	  1

	 -2

	  1

	 -1




· Moltiplico riga per colonna ed ottengo:
	1
	0
	a1

	0
	1
	a2

	0
	0
	Ka3

	  1

	 -2

	  1

	 -1

	  1

	 -2

	  1

	 -1




· Ottengo il sistema:
    1 - a1 = 2               a1 = -1

    1 - a2 = 1               a2 = 0            
    -ka3 = -k + 1         a3 = (k-1)/k
· Per sostituzione ottengo la matrice A2
	1
	0
	-1

	0
	1
	0

	0
	0
	(k-1)/k


	1
	2
	0

	 0
	2
	0

	0
	-1
	1

	1
	0
	-1

	0
	1
	0

	0
	0
	(k-1)/k


Q2 =  = D2(2) = T1,2(1) T3,2(-1/2) D2(2)
A2 = Q2 x A1
A1 = Q2-1 x A1 = D2(1/2) T1,2(-1) T3,2(1/2) x A2

	1
	0
	0

	0
	½
	0

	0
	0
	1

	1
	0
	-1

	0
	1
	0

	0
	0
	(k-1)/k

	1
	0
	-1

	0
	1
	0

	0
	0
	(k-1)/k


A1 = xA2
	1
	-1
	0

	0
	½
	0

	0
	½
	1

	1
	0
	-1

	0
	1
	0

	0
	0
	(k-1)/k

	1
	-1
	-1

	0
	½
	0

	0
	-1/2
	(k-1)/k


=     = =A1
A1 = Q1 x A = T3,1(-1) D1(1/3)S1,2 x A x S1,3
A = Q1-1 x A1 = S1,2 D1(3) T3,1(1) x A1 x S1,3
	1
	-1
	0

	0
	½
	0

	0
	½
	1

	1
	-1
	0

	0
	½
	0

	0
	½
	1



= S1,2       
Esercizio 3 del 11/01/2006

Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A4x5 si ottiene una matrice A2 e si hanno le seguenti informazioni:

1. e1 − e3 + e5 appartiene al ns(A2)
2. e2 − 2e3 + 3e5 appartiene al ns(A)
3. Nel primo passo di pivotizzazione si è scambiata la prima con la seconda colonna di A e la seconda colonna di Q1 è 1/3e1 − e2 + 2e4
4. Nel secondo passo si è scambiata la seconda con la quinta colonna, non si sono fatti scambi di righe, sono intervenute la matrici T3,2(1) , T4,2(−1/2 ) , T1,2(1) e il determinante di Q2 è 1/6 .
5. La quarta colonna di A2 è 2e3 + (k − 1)e4
Trovare A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e per il ns(A)

Soluzione:
	1
	 0
	a1
	b1
	c1

	0
	 1
	a2
	b2
	c2

	0
	   0
	a3
	b3
	c3

	0
	0
	a4
	b4
	c4


· Utilizzo indizio 5: La quarta colonna di A2 è 2e3 + (k − 1)e4 inoltre indizio 1: e1 − e3 + e5 appartiene al ns(A2)
	1
	 0
	a1
	0
	c1

	0
	 1
	a2
	0
	c2

	0
	   0
	a3
	2
	c3

	0
	 0
	a4
	k-1
	c4

	  1

	0

	-1

	0

	1

	  0

	0

	0

	0


               x                  =

· Moltiplico riga per colonna ed ottengo il sistema:
1 - a1 + c1 = 0       a1 = c1+1

-a2 + c2 = 0           a2 = c2
-a3 + c3 = 0           a3 = c3
-a4 + c4 = 0           a4  = c4
· Utilizzo indizio 2: e2 − 2e3 + 3e5 appartiene al ns(A); considerando che ho la matrice A2 devo effettuare gli scambi di colonna previsti dal testo che mi permettano di arrivare ad A (forniti dagli indizi 3 e 4). 
A = Q2-1 x Q1-1 x A2 x S1,2 x S2,5 perciò: A = S2,5 x S1,2 x (e2 − 2e3 + 3e5)=0
	c1
	1
	c1+1
	0
	0

	c2
	0
	c2
	0
	1

	c3
	0
	c3
	2
	0

	c4
	0
	c4
	k-1
	0

	0

	1

	-2

	0

	3

	0

	0

	0

	0



                 x     =

· Moltiplico riga per colonna ed ottengo il sistema:

1 - 2c1 - 2 = 0        c1= - 1/2
-2c2 + 3 = 0           c2 = 3/2
-2c3 = 0                 c3 = 0

-2c4 = 0                 c4 = 0
· Sostituisco i valori ottenuti nella matrice A2, N.B.: non tengo conto degli scambi di colonne effettuati, inserisco i valori al posto delle incognite iniziali, cioè al posto della 3° colonna iniziale.

	1
	0
	½
	0
	-1/2

	0
	1
	3/2
	0
	3/2

	0
	0
	0
	2
	0

	0
	0
	0
	k-1
	0


Ottenuta la A2, con il solito metodo cerco la matrice A1:
A2 = Q2 x A1 = D2(1/6) x T4,2(-1/2) x T1,2(1) x T 3,2(1) =
A1 = Q1-1 x A2 = D2(6) x T 3,2(-1) x T4,2(1/2) x T1,2(-1) x A2 x S2,5
	1
	-1
	0
	0

	0
	6
	0
	0

	0
	-1
	1
	0

	0
	½
	0
	1



	1
	0
	½
	0
	-1/2

	0
	1
	3/2
	0
	3/2

	0
	0
	0
	2
	0

	0
	0
	0
	k-1
	1




	1
	-1
	-1
	0
	-2

	0
	6
	9
	0
	9

	0
	-1
	-3/2
	2
	-3/2

	0
	½
	¾
	k-1
	¾ 

	1
	-2
	-1
	0
	-1

	0
	9
	9
	0
	6

	0
	-3/2
	-3/2
	2
	-1

	0
	3/4
	¾
	k-1
	1/2



· Uso indizio 3: Nel primo passo di pivotizzazione si è scambiata la prima con la seconda colonna di A e la seconda colonna di Q1 è 1/3e1 − e2 + 2e4
· L’utilizzo di matrici D e T è necessario poiché il testo ci dice la seconda colonna di Q1, mentre siamo al 1° passo i pivotizzazione perciò è necessario scambiare le colonne in modo da mettere tale colonna al posto della prima ed utilizzare le matrici T dove nella matrice identica sono presenti gli zeri e la matrice D dove deve essere inserito il pivot con valore 1.
A1 = Q1 x A
A = Q1-1 x A1 = D1(1/3) x T 2,1(3) x T4,1(-6) x A1 x S1,2
	1/3
	0
	0
	0

	3
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	-6
	0
	0
	1

	1
	-2
	0
	-1

	0
	9
	0
	6

	0
	-3/2
	-3/2
	-1

	0
	¾
	¾
	½


=       x           x S1,2 = 
	1/3
	-2/3
	0
	-1/3

	3
	3
	0
	3

	0
	-3/2
	-3/2
	-1

	-6
	51/4
	¾
	13/2

	-2/3
	1/3
	0
	-1/3

	3
	3
	0
	3

	-3/2
	0
	-3/2
	-1

	51/4
	-6
	¾
	13/2


=  xS1,2 = = A 

Ns e span
Esercizio 3 del 13/06/2006 (1° appello)
Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A4x3 si ottiene una matrice A2 e si hanno le seguenti informazioni:

1. e1 + e2 –e3 è soluzione del sistema: D1(2) x A2 x X = T1,3(2) (e1+ke3)
2. Nel secondo passo si è scambiata la seconda con la terza colonna
3. Il primo pivot è -2

4. Il determinante di (Q1 x Q2) = 4
5. Sono intervenute le matrici: T3,1(-1) T3,2(-2)
6. Non sono stati effettuati scambi di righe

Trovare A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e per il ns(A)

· Utilizzo indizio 1: e1 + e2 –e3 è soluzione del sistema: D1(2) x A2 x X = T1,3(2) (e1+ke3)

	2
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	a1

	0
	1
	a2

	0
	0
	a3

	0
	0
	a4

	1

	1

	-1

	1
	0
	2
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1

	0

	K

	0




· Moltiplico riga per colonna ed ottengo il sistema:

2 -2a1 =1+2k        a1= (1-2k)/2

1 -a2 = 0               a2 = 1

-a3 = k                  a3 = -k

              -a4 = 0                  a4 = 0
· Utilizzo l’indizio 5 per quanto riguarda la matrice T3,2(-2) per passare dalla matrice A2 alla matrice A1:
A2 = Q2 x A1

A2 = T3,2(-2) x A1

· A questo punto devo utilizzare congiuntamente gli indizi 3 e 4, dato che il pivot è uguale al determinante nelle matrici Q e nel primo passo il determinante era -2, allora: 
· (Q1 x Q2) = 4 ( -2 x -2 = 4 quindi entrambi i  pivot saranno -2.

· Sapendo che il pivot vale -2 lo posso inserire nella matrice Q2-1 inserendo il reciproco in una matrice D2(-1/2), ma per questa matrice non è sufficiente inserire il valore nel posto 2,2 (come avremmo fatto con una matrice T) ma bisogna considerare tutti i cambiamenti sulla colonna. Perciò ottengo A1 come:
A1 = D2(-1/2) x T3,2(2) x A2 x S2,3 =

	1
	0
	0
	0

	0
	-1/2
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	(1-2k)/2

	0
	1
	1

	0
	0
	-k

	0
	0
	0

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	2
	1
	0

	0
	0
	0
	1



=   
	1
	0
	(1-2k)/2

	0
	-1/2
	-1/2

	0
	2
	2-k

	0
	0
	0

	1
	(1-2k)/2
	0

	0
	-1/2
	-1/2

	0
	2-k
	2

	0
	0
	0


=       x S2,3 =   =A1
· Utilizzo nuovamente indizi 4 e 5; dall’indizio 4 ottengo che il pivot è -2, dall’indizio 5 prendo la matrice T3,1(-1).

A1 = Q1 x A


A = Q1-1 x A1 = D1(-1/2) x T3,1(1) x A1 =

	1
	0
	0
	0

	0
	-1/2
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	2
	1
	0

	0
	0
	0
	1

	1
	(1-2k)/2
	0

	0
	-1/2
	-1/2

	0
	2-k
	2

	0
	0
	0

	-1/2
	(1+2k)/4
	0

	0
	-1/2
	-1/2

	1
	(5-4k)/2
	2

	0
	0
	0



· Calcoliamo la caratteristica al variare di k
· La caratteristica di matrici 3x4 o 4x3 è al massimo 3, cioè il più piccolo numero tra righe e colonne, nel caso in cui la matrice non sia quadrata bisogna eliminare una riga/colonna per farla diventare quadrata, ed è necessario eliminare quella con più zeri. Questa operazione deve essere compiuta sulla matrice più vecchia disponibile (A2,A3…)  Nel nostro caso:

	1
	0
	(1-2k)/2

	0
	1
	1

	0
	0
	-k

	0
	0
	0


· Ora sulla matrice quadrata ottenuta vado a calcolare il determinante (scegliendo la prima colonna) ed ottengo:


	1
	1

	0
	-k








           Se k = 0 la matrice ha rango due
Det = 1  - 0… - 0… = -k pongo –k ( 0 ottengo k ( 0
           Se k ( 0 la matrice ha rango tre
· Base per Span (A)
· Ricostruiamo tutti gli scambi di colonne che sono stati fatti nel testo, in questo caso la caratteristica minima è due, perciò dobbiamo trovare due colonne che non siano l’una multipla dell’altra. Andiamo a sostituire nella matrice A K=0 nella prima e terza colonna, poiché:
	
	Colonna
	Matrice

	Passo 0
	1
	2
	3
	A2

	Passo 1
	1
	3
	2
	A1

	Passo 2
	1
	3
	2
	A


	-1/2
	0

	0
	-1/2

	1
	2

	0
	0


· Una Base per lo span (A) può essere: 
· Ora calcoliamo il NS(A):
· Copio la matrice completa più vecchia che ho, in questo caso A2 e sostituisco k = 0, eseguo su questa matrice gli scambi di colonna previsti dal testo, a questo punto risolvo per un sistema formato dalla matrice ottenuta per un vettore colonna formato da X1, X2, X3, X4 e il tutto deve essere uguale a zero:
	1
	½
	0

	0
	1
	1

	0
	0
	0

	0
	0
	0

	X1

	X2

	X3

	-1/2

	0

	1

	0



	-1/2

	-1

	1



X1 - (x2)/2 = 0         X1 = (X2)/2         X1 = (-t)/2              x* = t ponendo t =1            


X2 + X3 =0              X2 = -X3             X2 = -t

0 = 0                         X3 = t                  X3 = t


0 = 0
Esercizio 3 del 21/07/2005
Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice A3x3 si è ottenuta una matrice A2. Sapendo che:

1. Nel primo passo si è scambiata la prima con la terza colonna e la prima con la seconda riga.
2. Nel secondo passo si `e scambiata la seconda con la terza colonna.
3. Durante i due passi sono intervenute inoltre le matrici:

D2(5) , T3,1(−1) , T3,2(−2) , T2,1(1/2) , D1(2) e T1,2(−2)
4. A2 è simmetrica ed inoltre risulta:

det(A2) + 1/3 det(A1) + det(A) = k − 1

Trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima,

trovare una base per span(A) e ns(A)

	1
	0
	a1

	0
	1
	a2

	0
	0
	a3



A2 =

· Utilizzo indizio 4: poiché la matrice è simmetrica, i termini al di sopra della diagonale principale corrispondono ai termini sotto la diagonale, l’unico termine incognito sarà pertanto a3:

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	a3


A2 = 

· Utilizzo indizio 3, per quanto riguarda le matrici: T3,2(-2), T1,2(-2), D2(5)
A2 = Q2 x A1 = T3,2(-2) T1,2(-2) D2(5) x A1 x S2,3 =
A1 = Q2-1 x A2 = D2(1/5) T3,2(2) T1,2(2) x A2 x S2,3
	1
	2
	0

	0
	1/5
	0

	0
	2
	1


	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	a3

	1
	2
	0

	0
	1/5
	0

	0
	2
	a3

	1
	0
	2

	0
	0
	1/5

	0
	a3
	2


x S2,3 = x S2,3 =  
· Utilizzo indizio 3, per quanto riguarda le matrici mancanti:D1(2) T2,1(-1/2) T3,1(-1)
A1 = Q1 x A = D1(2) T2,1(-1/2) T3,1(-1) x A x S1,3 =

A = Q1-1 x A1 = S1,2 T3,1(1) T2,1(-1/2)D1(1/2) x A1 x S1,3 =
	½
	0
	0

	-1/2
	1
	0

	1
	0
	1

	1
	0
	2

	0
	0
	1/5

	0
	a3
	2

	-4/5
	0
	-1/2

	1
	0
	½

	4
	a3
	1



= S1,2 x     S1,3 = = A 
· Per utilizzare l’indizio 4devo calcolare i determinanti delle matrici A2, A1, A:

· Scelgo la colonna con “+ zero”, considero il primo elemento, se ha “segno + nell’apice” lo riscrivo con lo stesso segno, se ha segno meno inverto i segni. N.B.: se avessi trovato -1+ avrei utilizzato -1

· Scrivo la matrice che si ottiene tagliando le righe e le colonne dell’elemento e moltiplico per il determinante (applico il procedimento ad A2):

	1
	0

	0
	a3


= +1 x det – 0… + 0 … = a3
Stesso procedimento per calcolare gli altri determinati che risultano:
det (A2) = a3 (vedi sopra)

det (A1) = -1/5 a3

det (A) = -1/10 a3
· A questo punto posso utilizzare l’indizio 4: det(A2) + 1/3 det(A1) + det(A) = k − 1

A3 + 1/3 (-1/5 a3) – 1/10 a3 = k-1 ( a3 = (k-1)(6/5)
Manca span e Ns

	Indizio:
	Soluzione:

	Ordine di utilizzo degli indizi:


	A ( nel primo passo, Q1 D1, Tx,1 S1,y ( A1
A1 ( nel secondo passo, Q2 D2, Tx,2 S2,y ( A2
A2 ( Nel terzo passo, Q3, D3, Tx,3 S3,y ( A3
N.B:

Matrici T secondo indice indica passo pivotizzazione

Matrici D indice = passo pivotizzazione

Matrici S primo indice = passo pivotizzazione

	Pivotizzazione “in avanti “ da A( Ax:

A1 = Q1 * A

A2 = Q2 * A1
A3 = Q3 * A2 
	Pivotizzazione a “pivotizzazione a ritroso” da Ax ( A

A2 = Q3-1*A3
A1= Q2-1*A2
A =Q1-1*A1

	Qx= Sa,b T(c) D(d)
Esempio:
Det(Q1−1 ) = 2

Det (Q2)=1/6
	Qx-1 = D(1/d)T(-c) Sa,b                 d= pivot del testo
Il pivot del 1° passo di pivotizzazione è =1/2

In questo caso la matrice D per ottenere Q2-1 è D2(6), poiché il det. della matrice Q coincide con il pivot.

	Det (A2) = K + 2 (calcolo del determinante di una 3x3)
	Pag. 8 indizio 2

	e1 + e2 + e3 + e4 è soluzione del sistema:

A2 · x = ke3
	Pagina 1: Matrice x vettore = soluzione del sistema

	det(Q1 x Q2) = 6 
	Pagina 9 indizio 5

	La terza colonna di Q1, Q2, Q3 è: 2e1 − 2e2 + e3
	Pagina 13 indizio 5

	La seconda colonna di Q1
	Pagina 2 indizio 2

	2e1 − e2 + 3e3 − e4 ( ns(A) 

N.B.:spesso è il primo da utilizzare
	A x (2e1 − e2 + 3e3 − e4)  =0 se non ci sono stati scambi di colonne Ns(A) = Ns (A1) = Ns(A2) = Ns(Ax), se ci sono stati scambi di colonne devo applicarli partendo dalla matrice più vecchia.
Vedi pagina 11 indizio 1: Matrice x vettore = vettore nullo.

	I complementi algebrici dei posti (3,2) e (3,1) della matrice A2 valgono 4 e det(A2) + 2det(A1) = k + 1
	Inizio Pagina 6

	(e1T + e2T) x A2 = e1T + e2T + 5e3T
(e1T-e2T) xA2 = e1T –e2T + e3T
	Inizio Pagina 8

	A3 è simmetrica

	Matrice simmetrica = è una matrice uguale alla sua trasposta, i termini al di sopra della diagonale principale corrispondono ai termini sotto la diagonale.

1
0
0
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0
0
0
A4


	Matrici Svolte: 

18/01/2005

15/06/2005

01/02/2006

12/09/2005

15/02/2005

25/01/2006

18/01/2006

24/10/2006
11/01/2006

13/06/2006

21/07/2005
	


	Rango = 
Caratteristica al variare di K
(Come esempio ho utilizzato la matrice del 15/06/2005)

Nota: si può calcolare già avendo soltanto la prima matrice (la più vecchia finita) perché rango A2 = rango A1 = rango A.
	Posso calcolare il rango per tutti i tipi di  matrici (quadrate, rettangolari, …).
Di una matrice 4x3 il rango massimo è 3, stessa cosa vale per una matrice 3x4, deve essere preso il numero più piccolo tra il n°di righe e di colonne.
Il rango è il numero di righe o di colonne della matrice pivotizzata (es: A3 la prima che calcolo) che abbiano determinate ( 0.
N.B.: se siamo al 2° passo di pivotizzazione, la matrice ha sicuramente rango 2, perché posso isolare l’identica che ha rango ( 0.Es: Prendo una matrice quadrata 3x3, nel caso in cui la matrice di partenza sia rettangolare elimino una riga o una colonna che mi permetta di ottenere una matrice quadrata, calcolo il determinante:
1+
0-
0+
0-
1+
2/5-
0+
0-
(1-3k)/5
Scelgo la colonna con più zeri e ne calcolo il determinante, se ho una colonna/riga di zeri elimino quella altrimenti elimino quella con più zeri.:
= 1    1    2/5          - 0    0     0            + 0    0    0       =
         0  (1-3k)/5             0   (1-3k)/5            1    2/5
= 1[(1-3k)/5 – 0] = (1-3k) / 5 è il determinate, e devo discuterlo al variare di k
(1-3k)/5 ( 0                k ( 1/3
Per k ( 1/3 il determinate è ( 0 quindi la caratteristica sarà 3
A questo punto :
1. Se la matrice è quadrata: pongo k = 1/3 ed ottengo che il determinate è = 0 quindi la caratteristica è 2.
2. Se la matrice non è quadrata: sostituisco k = 1/3 e ottengo nella iniziale:
1+
0-
0+
0-
1+
-3/5-
0+
0-
(1/3)+

Se ottengo due righe o due colonne di zeri vuol dire che la matrice ha rango 2.

All’interno di questa matrice non ho preso la colonna che avevo utilizzato prima per calcolare il determinante, non posso eliminare le identiche, devo eliminare le altre, ora devo calcolare nuovamente il determinate e utilizzo la prima colonna:   
        +1     1    2/5           - 0 x …+ 0 x … = 1/3
                 0  (1-3k)/5               
Con k = 1/3 il determinate è ( 0, quindi ho una matrice 3X3 il cui determinante è ( 0, quindi la caratteristica è 3.

	Base per Span(A)

… Continua Base per Span(a)
	Se il rango è 3, devo trovare 3 colonne che non siano l’una multipla dell’altra:

1. Se non ci fossero stati scambi di colonne avrei preso le 3 colonne che mi davano determinate ( 0 nel calcolo della caratteristica.

1
0
0
0

1
-3/5
0

0
1/3
Devo prendere le colonne corrispondenti nella matrice A, sostituendo k=1/3, in questo caso le colonne corrispondenti sono la 1,2,4.

-3/10
½
½
(2(2+k))/5
-1
0
9/20
-3/4
-1/2
2. Se ci sono stati scambi di colonne: 

Colonna
Matrice
Passo 0
1
2

3

4

A2
Passo 1

4

2

3

1

A1

Passo 2

4

2

3

1

A

Copio le colonne corrispondenti di A, cioè 4,2,1 sostituendo k in A =1/3

½
½
-3/10
0
-1
14/15
-1/2
-3/4
9/20


	NS(A)
	Copio la matrice completa più vecchia che ho, in questo caso A2 e sostituisco k=1/3, ottengo:
1
0
0
0
0

1
2/5
-3/5
0

0
0
1/3
Colonna
Matrice
Passo 0
1
2

3

4

A2
Passo 1

4

2

3

1

A1

Passo 2

4

2

3

1

A

0
0
0
1
-3/5
1
2/5
0
1/3
0
0
0
Quindi:
A questo punto risolvo sempre un sistema formato dalla matrice ottenuta per un vettore colonna formato da X1, X2, X3, X4 e il tutto deve essere uguale a zero.
0
0
0
1
-3/5
1
2/5
0
1/3
0
0
0
0  

0

0

0

X1 

X2

X3

X4


Risolvendo il sistema ottengo:

  x4 = 0                                       x4 = 0
  -3/5 x1 + x2 + 2/5 x3 =0          x1 = 0
  1/2x1 =0                                   x2 = -2/5 x3 + 0
                                                    x3 = t (equazione fittizia)

   x1 = 0

   x2 = -2/5 t
   x3 = t

   x4 = 0

0  

-2/5

1

0

0  

-2/5

1

0

x* = t =  x*
scegliendo (per esempio) t=1


1�
0�
?�
�
0�
1�
?�
�
0�
0�
?�
�






2�
�
3�
�
-2�
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k�
�






L’ultima riga è di zeri (si potrebbe formare anche una colonna di zeri) → il determinante di A2 = 0 → il rango ≠ dal rango massimo che in una matrice 3x3 = 3.





1�
0�
0�
�
0�
-2�
0�
�
0�
0�
1�
�






1�
1�
0�
�
0�
1�
0�
�
0�
0�
1�
�






1�
0�
0�
�
0�
1�
0�
�
0�
-2�
1�
�






1�
0�
½ �
�
0�
1�
0�
�
0�
0�
-k/2�
�






1�
1�
0�
�
0�
-2�
0�
�
0�
0�
1�
�






1�
0�
0�
�
0�
1�
0�
�
0�
-2�
1�
�






1�
0�
½ �
�
0�
1�
0�
�
0�
0�
-k/2�
�






1�
1�
0�
�
0�
-2�
0�
�
0�
-2�
1�
�






1�
0�
½ �
�
0�
1�
0�
�
0�
0�
-k/2�
�






1�
1�
½ �
�
0�
-2�
0�
�
0�
-2�
-k/2�
�






2�
0�
0�
�
-3�
1�
0�
�
1�
0�
1�
�






1�
0�
0�
�
-3/2�
1�
0�
�
½ �
0�
1�
�






1�
0�
0�
�
3/2�
1�
0�
�
0�
0�
1�
�






1�
0�
0�
�
0�
1�
0�
�
-½ �
0�
1�
�






½ �
1�
0�
�
0�
1�
0�
�
0�
0�
1�
�
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1�
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�
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-2�
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�
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1�
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�
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-2�
0�
�
0�
-2�
-k/2�
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1�
0�
0�
�
3/2�
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0�
�
0�
0�
1�
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1�
1�
½ �
�
0�
-2�
0�
�
0�
-2�
-k/2�
�






½ �
1�
0�
�
0�
1�
0�
�
-½ �
0�
1�
�






½ �
0�
0�
�
3/2�
1�
0�
�
-½ �
0�
1�
�






Siccome 1 * ½ = 1 * ½ anche 3/2 dovrebbe essere -½, ma siccome non lo è, le colonne non sono una multipla dell’altra (ovvero: non sono linearmente dipendenti).


Un esempio di colonne linearmente dipendenti è il seguente:


1�
2�
�
2 �
4 �
�
3 �
6�
�






½ �
½ �
¼�
�
3/2�
-½ �
¾�
�
-½ �
-5/2�
-¼ -k/2�
�






3/2�
-½ �
�
½ �
½ �
�
-½ �
-5/2�
�






3/2�
-½ �
¾�
�
½ �
½ �
¼ �
�
-½ �
-5/2�
-¼ -k/2�
�






Infatti una è il doppio dell’altra.





N.B.: quando cerco lo span (A) devo evitare le colonne con la k perché è più facile che sia linearmente dipendente con le altre.
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1�
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-t/2�
�
0�
�
t�
�






-½ �
�
0�
�
1�
�






Il rango è anche la caratteristica, che quindi ho così discusso.





Ho considerato questo quadrato per comodità, ma avrei potuto scegliere anche altri valori.





 1�
�
 1�
�
-1�
�
 1�
�






 0�
�
 1�
�
 2�
�
 3�
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=





= A1





A1=





N.B.: D1(1/2) moltiplica tutta la prima colonna per ½, mi permette di avere 1 in 1,1





T trasposto: è come se le righe diventassero colonne. 


Es: e1T = 


1�
0�
0�
�






+





=





=





N.B.: Se non ci sono scambi di colonne NS(A) = NS(A1) = NS(A2)





x





x





x





Siccome ho ottenuto una riga di zeri, il rango non può essere 4, cioè la matrice non ha rango pieno o massimo. Per vedere se ha rango 3 devo cercare una matrice 3X3 che abbia determinante 0. siccome la prima e la terza colonna sono l’identica, so che il loro determinante è 1. il rango è quindi 3 (ci servirà successivamente per calcolare il NS. notiamo che manca il parametro k).








N.B.: il pivot è già 1, quindi non sono necessarie matrici D.


Le T indicano i numeri che cambiano rispetto all’identica.





Eseguo su questa matrice gli scambi di colonna previsti dal testo:





x





=





Quando Qn ≠ n° passo di pivotizzazione è implicito uno scambio di colonne tra la colonna modificata e la mancante.





Perché siamo in Q2 e la seconda colonna è quella che deve essere ≠ I.





Perché siamo in Q1 e la prima colonna è quella che deve essere ≠ I.








Il 2° numero è il passo di pivotizzazione.








=





x





x





x





=





x A1 S1,3





Questi sono i valori che devono essere posizionati nella matrice A2 3° colonna 





In questa matrice ho fatto gli scambi di colonne





Q1-1: Risultato moltiplicazione matrici D e T





x





x S2,5 =





x S2,5 =





=  A1





… ed ottengo la matrice A2:
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(1-2k)/2�
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=





x





x





x S2,3 =





x





x





= A =





x





=





N.B.: det Q2 = det Q1 = det Q se non ci sono stati scambi di colonne solo sulle matrici Q, non sulle matrici A !!!





= A1





Ho raccolto una T nel caso in cui le equazioni fittizie fossero state 2 non avrei potuto farlo.





L’asterisco indica un numero a scelta





Riscrivo la A2 anche se rettangolare





Riga per colonna





Somma diretta





N.B.: c’è un errore di trascrizione: D2 è -2, dovrebbe essere –½. 





x
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