Esercizi del 28/02/07

· Esercizio 1

Determinare il M se C = 100€ investito per un anno e 5 mesi, a tasso annuo i = 0,02 in regime di interesse semplice.
I = C * i * t

M = C + I = 100 [1 + 0,02 * (1 + 5/12)] = 102,83333333

· Esercizio 2

C = 100.000€

t = 7m, 15 gg

M = 106.750

i = ?

100.000

 106.750


0 7/12+15/360 (perché abbiamo ipotizzato tutti mesi di 30 gg.)
106.750 = 100.000[1 + i(5/8)]; i = 10,8%.

· Esercizio 3: tasso variabile, interesse semplice

C = 450.000 impiegato per un anno, sapendo che il tasso annuo i è stato i1 = 0,09 per i primi 4 mesi, i2 = 0,1 per i successivi 2 mesi e i3 = 0,105 per i mesi restanti.

450.000



Nota: sarebbe errato = C (1 + i1) + C (1 + i2) + C (1 + i3)




Perché si ripeterebbe il capitale iniziale generando un montante più alto.
0
4/12
6/12
1

M = C[1 + i1 x t1 + i2 x t2 + i3 x t3] = 494.625

· Esercizio 4: Capitalizzazione composta

C = 5.000€

6 anni e 4 mesi

i = 0,12 in caso di:

1) convenzione esponenziale = ?
2) convenzione mista = ?
C

 M


1 n = n0 + p

1) M = C (1 + i)n0 + p = 5.000 * (1 + 0,12)6+4/12 = 10.249, 06265
2) M = C (1 + i)n0 (1 + ip) = 5.000 * (1 + 0,12)6 (1 + 0,12*4/12) = 10.263,87796
Notiamo che il montante in convenzione mista è maggiore del montante in convenzione esponenziale.
· Esercizio 5

C = 1.000€ è impiegato in capitalizzazione composta semestrale per 3 anni e mezzo, al tasso semestrale di i½ = 0,05.

M = 1000 (1 + 0,05)7 = 1.407,100423
· Esercizio 6

Determinare il montante prodotto da 100€ impiegati in capitalizzazione composta mensile per un anno, sapendo che il tasso mensile i è stato i1 = 0,01 da Gennaio a Febbraio, i2 = 0,011 nei mesi da marzo a settembre ed i3 = 0,012 da ottobre a dicembre.

100€


0
2
9
12

    0,01
      0,011    0,12


Nota: m1, m2, m3 sono già tassi mensili, quindi non devono esser divisi per 12
M = C * (1 + i1)m1 * (1 + i2)m2 * (1 + i3)m3 = 100 * (1,01)2 * (1,011)7 * (1,012)3 = 114,1411843
· Esercizio 7

C1 = 1.050 al tasso i1 = 0,08

C2 = 1.000 al tasso i2 = 0,12

Dopo quanto tempo, in capitalizzazione semplice, producono lo stesso montante?
1.050

 M1

M1 = 1.050 (1 + 0,08 * t)


0

 t


0,08

1.000

 M2

M2 = 1.000 (1 + 0,12 * t)


0

 t


0,12

1,05(1 + 0,08t) = 1,012t → t = 1,3888888
Lo esprimiamo in anni: 1 anno + 0,3888888
0,3889 * 12 = 4,66677777
 quindi 4 mesi + 0,6667 → 0,6667 * 30 ≈ 20 gg.

· Esercizio 8

C = 5.000; i = 0,11; M = 12.000

Determinare la durata dell’impiego se la convenzione è esponenziale.

5.000

12.000

M = C (1 + i)n




12.000 = 5.000 (1 + 0,11)n
0

 n

2,4 = (1 + 0,11)n

0,11

Siccome n è all’esponente dobbiamo applicare i logaritmi!

Ln2,4 = ln(1 + 0,11)n
Ln2,4 = n * ln 1,11
n = ln2,4/ln1,11 = 8,3889 → 8 anni + 0,388928793 (prosegui come nell’esercizio 7)

· Esercizio 9

Trovare i 2 tassi semestrali della capitalizzazione semplice equivalenti per 2 anni rispettivamente al tasso annuo i = 0,1 della capitalizzazione composta e al tasso trimestrale i¼ = 0,03 della capitalizzazione composta trimestrale.

C


I tassi sono equivalenti se producono lo stesso montante quindi:





C (1 + i½ * 4) = C (1 + 0,1)2 → 4 * i½ = 1,12 – 1 →

confronto semestre con anno
0
2=4 semestri
→ i½ = 0,0525

C


Il capitale è semplificato infatti qui è indifferente investire 1 milione o 1 €.




C (1 + i½ * 4) = C (1 + i¼)8 → 1 + i½ * 4 = 1,038 →

confronto semestre con trimestre
0
2=8 trimestri
→ i½ = 0,06669252
Nota: non si deve calcolare su base annua così: (1 + i x 2) = 1,034!
· Esercizio 10

Ci detta ora un esercizio che non abbiamo ancora visto in classe e che in parte non dovremmo sapere risolvere.

Dato un tasso quadrimestrale in capitalizzazione composta i1/3 = 0,04 trovare:

1) i equivalente ad i1/3 = ? = trovare il tasso annuo equivalente.
2) punto che non dovremmo ancora saper risolvere: tasso annuo nominale convertibile 6 volte l’anno corrispondente ad i, cioè ι(6) (“iota 6”)

C
M

C (1 + i1/3)3 = C (1 + i)1



→ 1,043 = 1 + i → i½ = 0,124864
0
1=3quadrimestri

· Esercizio 11

1/7/4
C1 = 100

1/2/5
C2 = 200

Determinare il montante al 31/12/5 se è assegnato il tasso i = 0,01 di capitalizzazione composta annua convenzione esponenziale.

100€
200€
M=?
         7            11
1/7/4
1/2/5
31/12/5

Detto ciò, M è la somma dei due montanti:

M = 100 (1 + 0,01)18/12 + 200 (1 + 0,01)11/12 = 303,336
Nota: NON è 100 (1 + 0,01)18/12 + 300 (1 + 0,01)11/12
· Esercizio 12

i = 0,04

C1 = 100
1/1/5

C2 = 200
1/4/5

C3 = 300
1/7/5

Calcolare il montante all’1/7/5 nelle seguenti ipotesi:

1) capitalizzazione composta annua convenzione esponenziale

2) capitalizzazione composta trimestrale al tasso trimestrale equivalente ad i

100€
200€
300€


1/1/5
1/4/5
1/7/5


3/12
6/12


non capitalizzato
1) M1 = 100 (1,04)6/12 + 200 (1,04)3/12 + 300 = 603,9510716
2) Per prima cosa cerchiamo i1/4: C (1 + i)1 = C (1 + i1/4)4
1,04 = (1 + i1/4)4 → 1,041/4 = (1 + 4/4)1 → i1/4 = 0,009853407
M2 = 100 (1 + i1/4)2 + 200(1 + i1/4)1 + 300 = 603,951 che è infatti lo stesso montante di prima!

Lezione pomeridiana

· Esercizio 13 (siamo arrivati in ritardo per cui ne manca “un pezzetto”)

Determinare f (2,5) = 1,021

2a(5 – 2) = 1,021 applicando la funzione logaritmica a destra e sinistra avremo: ln23a = ln1,021 → a ≈ 0,01

· Esercizio 14

Dato M(t) = a + btet/20 

Determinare per quali valori di a e b è adatta ad esprimere il montante di un euro investito al tempo 0.

M(0) = C = 1 (sostituisco 0 a t)
M’(t) > 0 (la derivata deve essere maggior di 0 perché aumenta nel tempo)
M(0) = a + b * 0 * e0/20 = 1 → a = 1

M(t) = 1 + btet/20 → M’(t) = bet/20 + btet/20 * 1/20 * 1 = b[et/20 + t t/20* 1/20] 

M’(t) > 0 et b > 0

· Esercizio 15

Dato f(t) = e 0,08t (1 + kt), verificare che per K > 0 è adatta a rappresentare un fattore di capitalizzazione da 0 a t. K > 0.

1) f (0) = 1

2) f’(t) > 0

f (0) = e0,08*0 (1 + K * 0) = 1 sì

f’(t) = faccio la derivata del prodotto = e0,08t * 0,08 (1 + kt) + e0,08t * K sì

· Esercizio 16: tratto da una prova d’esame!

C1 = 100 
1/1/5

C2 = 200
1/7/6

Calcolare il montante all’1/7/7:

1) in regime di interesse semplice se è in vigore il tasso i = 0,02

2) in regime di interesse semplice se è in vigore il tasso i1 = 0,02 dall’1/1/5 all’1/1/6 e successivamente i2 = 0,04

3) in regime di capitalizzazione composta annua convenzione esponenziale al tasso annuo di interesse i = 0,02

4) in regime di capitalizzazione composta annua convenzione esponenziale se è in vigore il tasso annuo i1 = 0,02 dall’1/1/5 all’1/1/6 e i2 = 0,04 successivamente

5) in regime di capitalizzazione composta annua convenzione mista al tasso annuo i = 0,01

6) in regime di capitalizzazione composta semestrale convenzione mista a tasso semestrale i½ = 0,01

100€

200€
M=?




è come fosse esponenziale in quanto t è intero

1/1/5
1/1/6
1/7/6
1/7/7
cioè 2 anni e mezzo
1) M = 100 (1 + 0,02 * 2,5) + 200 (1 + 0,02 * 1) = 309

2) M = 100 [1 + (i1 * 1) + (i2 * 1,5)] + 200 (1 + i2 *1) = 316 → semplice: sommatoria
3) M = 100 (1 + 0,02)2,5 + 200 (1 + 0,02)1 = 309,0752494
4) M = 100 (1 + 0,02)1 (1 + 0,04)1,5 + 200 (1 + 0,04)1 = 316,180798 → esponenziale: produttoria
5) M = 100 (1 + 0,01)2 (1 + 0,01 * 0,5) + 200 (1 + 0,01)1 = 304,52005
6) M = 100 (1 + 0,01)5 + 200 (1 + 0,01)2 =  309,121005
· Esercizio 17 (tratto dalla prova d’esame del 19/04/06)
Verso 100€ per il pesce d’aprile del 2005, nella seguente ipotesi:

In regime di interesse semplice:

a. determinare il montante all’1/1/8 al tasso annuo di interesse del 2%.

b. Al tasso annuo di interesse del 2%, quanto tempo deve trascorrere per avere un montante di 113€?

c. Determinare a quale tasso annuo di interesse dobbiamo impiegare i 100€ l’1/4/5 fino all’1/1/8 per avere un montante pari a 105€.

d. Determinare il montante all’1/1/8 se il tasso di interesse semestrale è del 2% dall’1/4/5 all’1/10/5 e successivamente il tasso semestrale è del 3%.

In regime di capitalizzazione continua: dobbiamo ancora spiegarlo a lezione…
a. 100€


1/4/5
1/1/6
1/1/8

0
9/12
2+9/12 (espressi in anni)

M = 100 (1 + 0,02 * (2 + 9/12)) = 105,5

b.





113 = 100 + 100 * 0,02 * t → 13 = 2 t → t = 13/2 = 6,5
113 = 100 (1 + 0,02 * t) la nostra incognita è “t” quindi: 1,13 = 1 + 0,02t → 6,5 anni → 6 anni e mezzo → 6 anni 6 mesi

c. 100€

105€
2 anni 9 mesi
1/4/5

1/1/8 

M = 100 (1 + i * (2 + 9/12)) = 105 troviamo i = 5/275 = 0,0181818181818
d. 100€

105€


1/4/5
1/10/5
1/1/8
i½=0,02
    i½= 0,03




  2 anni e 3 mesi = 4,5 semestri
M = 100 (1 + i1 * t1 + i2 * t2) = 100 (1 + 0,02 * 1 + 0,03 * 4,5) = 115,5
Nota: in capitalizzazione semplice NON si deve fare: 100 (1 + 0,02 * 5,5) + 100 (1 + 0,03 * 4,5)
Esercizi del giorno 14 Marzo 2007

· Esercizio 18 (tratto dall’esame della sessione di settembre 2006, riproposto identico al 3° appello della sessione estiva del 2007)
Versiamo 100 Euro l’1/4/5 in ipotesi di capitalizzazione continua a tasso annuo istantaneo ρ(s) = 0,02/(0,2+0,02s).
L’istante iniziale di tale legge è l’1/1/5. Determinare il montante all’1/1/8.
Nota: il tasso medio delta soprassegnato è quel tasso che, in regime di capitalizzazione continua, è equivalente a ρ(s) nell’intervallo t1, t2,

se M1 = M2: δ(t2 – t1) = …
Soluzione:


100

* Per prima cosa calcolo φ(t) = ∫t0 ρ(s) ds. Poiché la derivata è al numeratore, si trasforma



nel modulo del logaritmo naturale del denominatore:
φ(t) = loge|0,2 +0,02s| |0t 
1/1/5
1/4/5
1/1/8
* Applico il teorema di Torricelli-Barrow: 

φ(t) = loge(0,2+0,02t) – (loge0,2 + 0)
* Per le proprietà dei logaritmi diventa (“trasformo il meno in diviso”):
φ(t) = loge(0,2 + 0,02t)/0,2

* Semplifico e trovo la φ(t) finale:


φ(t) = loge(1 + 0,1t)
* Ora utilizzo la formula M = C * eφ(t), ricordando che, per calcolare il tempo da t1 a t2, bisogna calcolarlo da t0 a t2 e sottrarre da t0 a t1:

M = 100 * eφ(t) – φ(t1) = 100 * eφ(3) – φ(3/12) =
M = 100 * e loge (1 + 0,1 x 3) – loge (1 + 0,1 x 3/12) = per le proprietà dei logaritmi, “trasformo ancora il meno in diviso”, poi, con la calcolatrice scientifica, trovo che M = 126,829.
· Esercizio 19
Data la funzione M(t) = 100 / (1 – 0,05t)
con t € [0,10]
1) determinare il capitale C di cui M(t) rappresenta il montante al tempo t

2) scrivere l’espressione di ρ(t) in regime di capitalizzazione continua

3) calcolare il montante prodotto al t10 e l’interesse prodotto al t5 per l’impiego iniziale di 100
4) calcolare i seguenti tassi equivalenti a ρ(t), nel periodo [0,10],
a. tasso di interesse annuo del regime di capitalizzazione composta

b. tasso di interesse semestrale del regime di capitalizzazione composta
5) in regime di interesse semplice:
a. tasso di interesse annuo

b. tasso di interesse trimestrale

Soluzione:
1) M(0) = 100 / 1 – 0 = 100 (perché M(0) = C)
2) ρ(t) = M’(t)/M(t) = [0,05*100/(1 – 0,05t)2] / [100/(1 – 0,05t)] = 0,05/(1 – 0,05t)
3) M(10) = 100 / (1 – 0,05 x 10) = 200
M(5) – M(0) = 100/(1 – 0,05 x 5) – 100 = 33,333333
4) M1 = C(1 + i)10 = 100(1 + i)10
M2 = M(10) = 100 / (1 – 0,05 x 10)

a. il tasso annuo: 
(1 + i)10 = 1 / (1 – 0,5) 
elevo dx e sx alla 1/10 e trovo i = 0,071773463
b. il tasso semestrale:
1 + i = (1 + i½)2 = 0,035264924
5) M1(10) = 200 = M2(10) = 100(1 + ī x 10);

a. ī = 0,1
b. ī1/4 = 0,1/4 = 0,025
· Esercizio 20 (tratto dall’esame della sessione estiva 2006)
Dato il tasso annuo nominale convertibile 3 volte l’anno ι(3) = 0,06
1) determinare il tasso di interesse quadrimestrale ad esso corrispondente ed il tasso di interesse annuo ad esso corrispondente
2) determinare il montante prodotto all’1/1/6 dai capitali 100 impiegato l’1/1/4 e 400 impiegato l’1/5/5
È data la legge di capitalizzazione continua ad intensità annua di interesse ρ(s) = 0,06/(1 – 0,06s)
3) determinare il fattore di capitalizzazione da 0 a t

4) determinare il tasso medio relativo all’intervallo [0,2] ed il tasso medio relativo all’intervallo [2,5]
Soluzione:
Implicitamente sappiamo che siamo in regime di capitalizzazione composta.
1) i1/3 = ι(3)/3 = 0,06/3 = 0,02

(1 + i) = (1 + i1/K)K → i = -1+1,023 = 0,061208
2) 100
400
1/1/4
1/5/5
1/1/6

M1/1/6 = 100 (1 + i)2 + 400(1 + 0,061208)8/12 = 528,7762419

(2 quadrimestri = 8 mesi)
Essendo tassi equivalenti si può calcolare anche così: …+400(1 + i1/3)2…
3) f(t) = f(0,t) = eφ(t) = e∫0t – 0,06/(1 – 0,06s) ds = e – loge (1 – 0,06t) = per le proprietà porto il –1 all’esponente = 1/(1 – 0,06t)
4) eδx2 = f(2) N.B.: nei tassi medi più che ricordare la formula pensate al significato: è quel tasso equivalente alla ρ dove si eguagliano i due montanti. eδx2 = 1/(1 – 0,06x2)

δ = 0,06391
eδ(5 – 2) = e φ(5) – φ(2) = e φ(5) / φ(2) → f(5) / f(2) = [1/(1 – 0,06x5)] / [1/(1 – 0,06x2)] = 0,07628
Esercizio del giorno 21 Marzo 2007 mercoledì pomeriggio
· Esercizio 21
Determinare il tasso d corrispondente ad i = 0,02
1 – d = 1 / (1 + i)

d = i * v
= 0,02 /1,02 = 0,019607843
Determinare i tassi semestrali:

a) in regime di sconto commerciale: d * 1/2 = d/2 = 0,009803922 “Corrisponde”, infatti alla cap. semplice.
b) in regime di sconto composto: 1 – d = (1 – d1/K)K
d1/2 = 1 – (1 – d)1/2 = 0,009852
d1/K = 1 – (1 – d)1/K
· Esercizio 22
Supponendo che oggi, 1/1/4, si disponga dei seguenti crediti: C1 = 1000 esigibile l’1/1/7, C2 = 1.500 esigibile l’1/7/8.

Determinare il valore oggi dei due crediti:

a) in regime di capitalizzazione composta annua convenzione esponenziale a tasso annuo i = 0,02
1000€
1500€


1/1/4
1/1/7
1/7/8
V1/1/4 = 1000/(1 + 0,02)3 = 942,3223345
Oppure: 1000 * (1 + 0,02)–3
V1/1/4 = 1500/(1 + 0,02)4,5 = 1372,114918
b) con lo sconto razionale:
sappiamo che dobbiamo far tutto in regime di interesse semplice:
V1/1/4 = 1000/(1 + 0,02 x 3) = 943,3962264
V1/1/4 = 1500/(1 + 0,02 x 4,5) = 1376,146789
c) Determinare il valore oggi in regime di sconto commerciale se è assegnato il tasso d semestrale.
V1/1/4 = 1000(1 – d(1)1/2 x 2 x 3) = 941,176 

(??? 1000x(1 – 0,01x2x3) = 940, perché alla prof. fa 941????)
d) In sconto composto a tasso semestrale d2.
V1/1/4 = 1000/(1 – d(2)1/2)2x3 = 942,0452353
e) In regime di capitalizzazione continua a tasso δ corrispondente ad i.

V1/1/4 = 1500eδ – 4,5= …
Oppure:
V1/1/4 = 1000(1 +0,02) δ – 4,5= 1372,114 equivale al punto a)
f) Dimostrare che è una legge di attualizzazione (per il corso da 6 crediti).

… 

Abbiamo sempre parlato di attualizzazione di capitali che avvengono da t a 0, ma potremmo avere un’attualizzazione da t2 a t1, cioè una legge V(C, t1, t2) = C (1 + 0,02)t1 – t2 = C (1 + 0,02) – (t1 – t2)
È una legge di attualizzazione perché verifica le proprietà che lo dimostrano.
V = V(1000, 0, 3) + V (1500, 0, 4,5) = 1000 (1 + 0,02) – 3 + 1500(1 + 0,02) – 4,5 = 2314,434
Esempio (Rendita a termini variabili):

100
200
300







con i = 0,02

          1/1/05     1/1/07     1/7/08
1/1/09

V1/1/09 = 100 (1 + 0,02)4 – 200 (1 + 0,02)2 + 300 (1 + 0,02)0,5 = 619,3083641
V1/1/07 = 619,3083641 (1 + 0,02) –2 = 595,2598656
Oppure:
100 (1 + 0,02)2 + 200 + 300 (1 + 0,02) –1,5 = 595,2598656
Esempio (Rendita a termini costanti):

R
R
R
R
R






con R = 1.000 e i = 0,02
          1/1/05     1/1/06     1/1/07   1/1/08    1/1/09
V1/1/09 = R * s 5┐ 0,02 = R * s 4┐ 0,02 + R = 1000 * [(1 + 0,02)5 – 1] / 0,02 = 1000 * [(1 + 0,02)4 – 1] / 0,02 * (1 +
+ 0,02) + 1000 = 5.204,04


R * s 5┐ calcolato con le posticipate = s4┐+R con le anticipate.
Esempio (Rendite a tassi variabili):

R
R
R
R
R







con R = 100

          1/1/05     1/1/06     1/1/07   1/1/08    1/1/09



i1 = 0,01

i2 = 0,02
Tasso posticipato:

V1/1/09 = Rs3┐ 0,01 (1 + 0,02)2 + Rs2┐ 0,02

Tasso anticipato:

V1/1/09 = 100 (1 + 0,01)2 * (1 + 0,02)2 + 100 (1 + 0,01) * (1 + 0,02)2 + 100 (1 + 0,02)2 + 100 (1 + 0,02) + 100 =

= 517,251604
Esempio (sui tassi):
Sia assegnato il tasso annuo nominale convertibile trimestralmente ι (4) = 0,02. Determinare:
1) il tasso trimestrale i ¼ e il tasso i corrispondente a ι(4).

ι(4) = 0,02 / 4 = 0,005 → ι(4) = 0,005
(1 + i) = (1 + i ¼)4→ 4√(1 + i) = 1 + i ¼→ 4√(1 + 0,005) = 1 + i ¼→ 1 + i ¼ = 3,972506971→ i ¼ = 2,972507
2) il tasso semestrale i ½ corrispondente a ι(4) e il tasso annuo nominale convertibile semestralmente ι(2).

(1 + i) = (1 + i ½)2 → √(1 + 0,02015) = 1 + i ½ → i ½ = 0,010024752
ι(2) = 2 * i ½ = 1 * 0,010024752 = 0,020049504

3) Il tasso annuo istantaneo δ a ι(4)

1 + i = eδ → δ * loge (1 + i) dove i = 0,020015 → δ = loge 1 + 0,020015 = 0,020015

· Esercizio 23 (tratto da un tema d’esame):

Sia dato un regime di capitalizzazione continua a tasso annuo istantaneo ρ (t) = 2 / (a + t) con a > 0.

1) Determinare il fattore logaritmico di capitalizzazione φ (t).

φ (t) = ∫t0 2 / (a + s) ds = 2 loge (a + s)]t0 = 2 [loge (a + t) – loge (a + 0)] = 2 loge (a + t)/a = loge [(a + t)/a]2
2) Determinare per quale valore del parametro a, il tasso medio dell’intervallo [0, 5] è δ = 0,05.

δ* = 0,05 = φ (t2) – φ (t1) → φ (5) – φ (0) → loge [(a + 5)/a]2 – 0 = 0,05 → loge [(a + 5)/a]2 = 0,05 * 5 →
       __________
t2 – t1

5 – 0

5

→ √[(a + 5)/a] 2 = √e0,025 → (a + 5) / a = √e0,025 → a + 5 = √e0,025 * a → a = 5 + √e0,025 → a = 37,55

3) Assunto a = 40 scrivere il fattore di capitalizzazione f(t).

f(t) = loge [(a + t)/a]2 → e loge [(a + t)/a]2 → [(a + t)/a]2 = [(40 + t)/40]2
4) Calcolare il montante prodotto da un capitale C = 100 € impiegati in 0 fino a 10 anni e il montante prodotto da C = 200€ impiegati alla fine del 1° anno per 10 anni.

100
200

  0
  1


10
11

Ф (100, 0, 10) = 100 * e φ(10) = 100 * f(10) = 100 [(40 + 10) / 40]2 = 156,25

Ф (200, 1, 11) = 200 * e φ(11) – φ(1) = 200 * φ(11)/φ(1) = 200 * f(11)/f(1) =

= 200 * [(40 + 11)/40]2 / [(40 + 1)/40]2 = 200 * 1,625625 / 1,050625 = 309,4586556
5) Calcolare M prodotto dopo 12 anni di tempo o da una rendita continua di intensità annua R (s) = 40 + s legge con istante iniziale 0, versato da [2 a 12] + espresso in anni e valutata al tasso annuo istantaneo ρ (s).

  0
  2


12


V12 = ∫t2t1 R (s) * e φ(t2) – φ(t1)  ds = ∫122 (40 + s) * e φ(12) – φ(2) ds = ∫122 (40 + s) * f(12)/f(2) ds =
= ∫122 (40 + s) * [(40 + 12)/40]2 / [(40 + 2) / 40]2 ds = ∫122 (40 + s) * 1,69/1,1025 ds =

= (40 + s) * 1,532879819]122 = (40 + 12) * 1,532879819 – (40 + 2) * 1,532879819 =

= 79,70975057 – 64,3809524 = 15,32879817

Esercizi del giorno 28 Marzo 2007
· Esercizio 24
Rendita in regime di capitalizzazione continua a tasso ρ(t) = 2 / (40 + t)

t = 12 anni da t0.

R(s) = 40 + s

[2, 12]

Montante = ?

M12 = ∫212 R(s) * e φ(12) - φ (s) ds

Possiamo trasformare il “–“ in “/”: ∫212 R(s) * e φ(12) / e φ(s) ds = ∫212 R(s) * f(12)/s ds

φ(t) = ∫0t 2 / (40 + s) ds = 2 * ∫0t D ln (40 + s) ds; utilizziamo Torricelli:
= 2 (ln (40 + s) ]0t = 2 [ln (40 + t) – ln 40] = ln [(40 + t) / 40]2
Ma siccome a noi interessa φ(t) = e ln[(40+t)/40]2 = [(40 + t) / 40]2 =
= ∫212 (40 + s) * [(40 + s) (che sarebbe R(s)) / 40]2 / [(40 + t) / 40]2 = ∫212 522 * 1 / (40 + s) ds; utilizziamo Torricelli:
= 522 * ln (40 + 12) – ln 42 = 577,5

Nota: questo è l’esempio più complicato possibile sulle rendite continue!

· Esercizio 25
Oggi t0 si decide di versare una rendita di termine costante R = 100 trimestralmente e posticipatamente per 2 anni.

Determinare il montante all’atto dell’ultimo versamento se sono dati rispettivamente:

1) il tasso trimestrale del 2% della capitalizzazione composta trimestrale;

2) il tasso annuo nominale, convertibile trimestralmente, del 4%;

3) il tasso annuo effettivo del 3% della capitalizzazione composta annua convenzione esponenziale;

4) il tasso annuo istantaneo δ = 0,01 della capitalizzazione continua;

5) il tasso annuo istantaneo ρ = 0,02 * s; istante iniziale di tale legge il t0.

Soluzione:


R
R
R
R
R
R
R
R
R

   
0
¼
2/4
¾
1
1 + ¼
1+2/4
1+3/4
2
1) i1/4 = 0,02
M2 = R s 8¬0,02 = 100 [(1 + 0,02)8 – 1] /0,02 = 858,296
2) ι(4) = 0,04 = 4 + 1/4 → i1/4 = 0,01 → M2 = R s 8¬0,01 = 828,567
3) i = 0,03
Primo metodo:

M2 = R [(1 + 0,03)2 – ¼] + R[(1 + 0,03)2 – ½] + …

Secondo metodo:

1 + i = (1 + i¼)4
1 + 0,03 = (1 + i¼)4 → i¼ = 0,007417072
M2 = R s 8¬0,007417 = 821,0787474
4) valutazione di rendita discreta in capitalizzazione continua
O lo valutiamo uno per uno così: M2 = R * e δ(2 – ¼) + R * e δ(2 – 2/4) + …

Oppure ricordiamo che: δ = ln (1 + i) → eδ = 1 + i → i = e 0,01 –1 = 0,01005 → 1 + 0,01005 = (1 + i¼)4 → i¼ = 0,002503

M2 = R s 8¬ 0,002503 = 807,04

5) M2 = R * e φ(2) – φ(1/4) + R * e φ(2) – φ(2/4) + … + R = …

Per prima cosa come al solito bisogna calcolare φ(t) = ∫0t 0,02s ds = 0,02 s2/2]0t = 0,01t2 = 100 * e 0,01x22 – 0,01(1/4)2 +

+ 100 * e 0,01x22 – 0,01(2/4)2 + … + 100 = 819,55

· Esercizio 26 importante per capire le rendite
Sia assegnato il tasso annuo nominale convertibile trimestralmente ι(4) = 0,02.

Oggi, l’1/1/5, dispongo delle seguenti rendite:

rendita A: annua di termine costante = 100, 1° termine disponibile l’1/1/5 e ultimo termine disponibile l’1/1/12.

rendita B: semestrale di termine costante = 50, 1° termine disponibile l’1/7/5 e ultimo termine disponibile l’1/7/10.

Determinare: il valore oggi ed il valore all’atto dell’ultimo versamento delle due rendite.

100
100
100
100
100
100
100
100

   
1/1/5
1/1/6
1/1/7
1/1/8
1/1/9
1/1/10
1/1/11
1/1/12
     1/7/5

…
…
…
      1/7/10
V1/1/5 di A: da ι (4) ad annuo: i¼ 0,02/4 → i = 0,020150501; 100 α 8¬0,02015 = 746,826101
Qui è un VI ant.
V1/1/12 di A: 746,8261 (1 + i)7 oppure 100 s 8¬i = 858,7534483



Qui è un VF post.
V1/1/5 di B: (1 + i¼)4 = (1 + i½ )2 → i½ = 0,010025 → 50 a 11¬i½ = 518,3057096


Qui è un VI post.
V1/7/10 di B: 518,305(1 + i½)11 oppure (1 + i)5,5= 578,4147399 oppure 50 s11¬0,010025

Qui è un VF post.
· Esercizio 27
A = 10.000 da ammortizzare in 4 anni a tasso annuo 0,01. Amm.to Francese. Compilare il piano d’amm.to.


R
R
R
R

0
1
2
3
4

10.000

10.000 = R * a n┐i → 10.000 = R * 1 – (1 + i)–n → 10.000 = R * 1 – (1 + 0,01)–4 → 10.000 = R * 3,901965549





i


0,01

      → R = 2.562,811
	Z
	Rz
	Dz
	Cz
	Iz

	0
	/
	10.000
	/
	/

	1
	2.562,811
	7.537,19
	2.462,811
	100

	2
	2.562,811
	5.049,7509
	2.487,4391
	75,3719

	3
	2.562,811
	2.517,437409
	2.512,313491
	50,497509

	4
	2.562,811
	/
	2.537,636626
	25,17437409


· Esercizio 28
Compilare il piano di ammortamento a quote di capitale prefissate in questo amm.to francese:
i1 = 0,01

i2 = 0,02

i3 = 0,03

i4 = 0,04

	Z
	R’z
	Dz
	Cz
	I’z
	Iz

	0
	/
	10.000
	/
	/
	/

	1
	2.562,89
	7.537,1
	2.462,89
	100
	0,01

	2
	2.636,1806
	4.900,9294
	2.487,4384
	148,7422
	0,02

	3
	2.662,340382
	2.238,589018
	2.515,3125
	147,027882
	0,03

	4
	2.626,978561
	/
	2.537,435
	89,54356072
	0,04


R’z verifica la condizione di ammortamento?

R1
R2
R3
R4
0
1
2
3
4

0,01
0,02
0,03
0,04

10.000 = R’1 (1 + 0,01)–1 + R’2 (1 + 0,01)–1 (1 + 0,02)–1 + R’3 (1 + 0,01)–1 (1 + 0,02)–1 (1 + 0,03)–1 +

+ R’4 (1 + 0,01) –1 (1 + 0,02) –1 (1 + 0,03) –1 (1 + 0,04) –1 



Leggere da pag. 153 a 163.

Esercizi del giorno 4 Aprile 2007
· Esercizio 29
Vengono effettuati 5 versamenti annui di 100€ ciascuno 1° versamento 1/1/3.

1) determinare il capitale costituito all’1/1/7 in regime di capitalizzazione composta a tasso annuo di interesse del 10%.

2) compilare il piano di costituzione.
3) determinare il capitale costituito se il tasso di interesse annuo l’1/1/5 (dopo il versamento della rata qui prevista) passa dal 10 al 12%.

Facoltativo) Compilare il nuovo piano di costituzione.

4) L’1/1/3 vengono effettuati 5 versamenti annui di R€ ciascuno per costituire il capitale di 1.000€ per l’1/1/7. Determinare quanto deve valere R in regime di capitalizzazione composta semestrale convenzione esponenziale a tasso semestrale di interesse i½ = 0,05

5) assunto R sopra determinato, determinare il capitale costituito all’1/7/8

Soluzione

1) i = 0,1;
C1/1/7 = ? = 100 s5¬0,1 = 610,51
oppure: 100(1,1)4+100(1,1)3+100(1,1)2+10(1,1)+100 = 610,51
R1
R2
R3
R4
R5
1/1/3
1/1/4
1/1/5
1/1/6
1/1/7

2) piano di costituzione:

	Z
	Fz – 1
	Interessi
	Rate
	Fz

	1
	/
	/
	100
	100

	2
	100
	10
	100
	210

	3
	210
	21
	100
	331

	4
	331
	33,1
	100
	464,18

	5
	464,1
	46,41
	100
	610,51 (torna) 


3) Fino all’1/1/5 = 10%, poi 12%

C = Rs3¬0,1(1 + 0,12)2 + Rs2¬0,12 = 331(1 + 0,12)2 + Rs2¬0,12 = 627,2064
nota: con (1 + 0,12)2 porto a scadenza.
Facoltativo)

	Z
	Fz – 1
	Interessi
	Rate
	Fz

	1
	/
	/
	100
	100

	2
	100
	10
	100
	210

	3
	210
	21
	100
	331 (fin qui =)

	4
	331
	39,72
	100
	470,72

	5
	470,72
	56,4864
	100
	627,2064


4) 
R1
R2
R3
R4
R5
1/1/3
1/1/4
1/1/5
1/1/6
1/1/7

Prima cosa da fare è passare ai tassi annui.

i ½ = 0,05 → 1 + i = (1 + i ½ )2 = (1 + 0,05)2
i = 0,1025

1.000 = Rs5¬0,1025 → R = 162,98

5) C1/7/8 = 1000(1 + 0,05)3 = 1177,625
· Esercizio  30
A = 2000

n = 4

i = 1%

2000 = Ra4¬0,01
R = 512,5621

	Z
	R
	Dz
	Iz
	Cz

	0
	/
	2000
	/
	/

	1
	512,5621
	1507,4378
	20
	492,5621

	2
	512,5621
	1009,95
	15,074378
	497,4877

	3
	512,5621
	507,4874
	10,0995
	502,4626

	4
	512,5621
	≈ 0
	5,074874
	507,4872


· Esercizio 31: Tema d’esame
Il debito di 4.000 concesso 1/1/01 viene ammortizzato in 4 anni nei seguenti modi:
Caso A:
Amm.to con 2 rate annue posticipate a quote di capitale costante con i precisato dopo;

Caso B:
Amm.to in capitalizzazione composta semestrale di 2% con le seguenti R:

R1 = 800 disponibile il
1/7/01

R2 = ?


1/1/02


R3 = 800

1/7/02


R4 = 1.000

1/1/03

Caso C:
Amm.to mediante versamento di 2R costanti = 2.200 versate rispettivamente l’1/1/02 e l’1/1/03.
Determinare il tasso annuo in ammortamento con capitalizzazione composta annua.
Svolgimento:
Caso A:
stendere il piano d’ammortamento con i = 5% e stendere il piano d’amm.to ipotizzando tassi annui del 5% nel primo anno e del 6% nel 2° anno a quote di capitale prefissate.
A = 4.000
n = 4
C = 4.000/2 = 2.000
i = 5%
	Z
	Cz
	Dz
	Iz
	Rz

	0
	/
	4.000
	/
	/

	1
	2.000
	2.000
	200
	2.200

	2
	2.000
	/
	100
	2.100


	Z
	iz
	Cz
	Dz
	Iz
	Rz

	0
	/
	/
	4.000
	/
	/

	1
	0,05
	2.000
	2.000
	200
	2.200

	2
	0,06
	2.000
	/
	120
	2.120


Caso B:
1) Descrivere condizione di ammortamento e determinare R2
2) Determinare il D subito dopo il versamento della seconda rata
3) Determinare il valore del prestito subito dopo il versamento della 2a rata al tasso annuo di valutazione del 6% convenzione esponenziale.
800
R2
800
1.000
1/7/01
1/1/02
1/7/02
1/1/03

1) 4.000 = 800 (1 + 0,02)–1 + R2 (1 + 0,02)–2 + 800 (1 + 0,02)–3 + 1.000 (1 + 0,02)–4
4.000 = 784,3137255 + R2 (0,961168781) + 753,8578677 + 923,845426
R2 (0,961168781) = 4.000 – 2.462,017019 → R2 = (4.000 – 2462,017019) * 1,022 = 1.600,117
2) D1/1/02 = 800 (1 + 0,02)–1 + 1.000 (1 + 0,02)–2 = 1.745,482507
3) V1/1/02 = 800 (1 + 0,06)–½ + 1.000 (1 + 0,06)–1 = 1.958,88? 1.720,424916
Caso C:


2200
2200
1/1/01
1/1/02
1/1/03

4.000

4.000 = 2.200 (1 + i)–1 + 2.200 (1 + i)–2 → 4.000 = 2.200 [(1 + i)–1 * (1 + i)–2] → semplificando ottengo:
40 = 22 (1 + i)–1 + 22 (1 + i)–2 → 20 = 11 (1 + i)–1 + 11 (1 + i)–2 → i = → 
–1,51 non accettabile









0,06596

Non ho ben capito come abbia risolto l’esercizio in classe, ma a casa l’ho risolto così: ho posto (1 + i)–1 = z.

Viene una parabola: 11z2 + 11z – 20 = 0; con Ruffini: ∆=112 – 4 (–20) 11 = 1001; z1,2 = neg, (–11+31,63858404)/(2*11) = 0,938117456;

Quindi: (1 + 1)–1 = 0,938117456; ho elevato ambo i lati alla – 1: 1 + i = 0,938117456 –1 → i = 0,065964601 e il risultato torna! ;)
· Esercizio 32:
A = 1.000
in 10 anni
Determinare R:
1) con un ammortamento francese con tasso annuo del 4%



2) a quote di ammortamento costante con tasso 4%

1) 1.000 = R a 10┐ 0,04 → 1.000 = R * [1 – (1 + i)–n]/0,04 → R = 123,2909443

2) Rz = A (1/n + i – i/n(z – 1))


cioè:
R =
I
+ C
R1 = 1.000 (1/10 + 0,04 – 0,04/10(1 – 1)) = 140
cioè: Rata1 = 1.000x4% + 1.000/10 = 140
R2 = 1.000 (1/10 + 0,04 – 0,04/10(2 – 1)) = 136
cioè: Rata2 = 900x4% + 1.000/10 = 136 e così via…
R3 = 1.000 (1/10 + 0,04 – 0,04/10(3 – 1)) = 132
R4 = 1.000 (1/10 + 0,04 – 0,04/10(4 – 1)) = 128

R10 = 104

Nell’ipotesi di ammortamento francese:

3) determinare il debito residuo subito dopo il versamento della 7a rata
R
R
R
D7 = R a 3┐0,04 = 342,14358
7
8
9
10

4) determinare il valore del prestito dopo il versamento della 7a rata se il tasso di valutazione i½  = 0,02 con capitalizzazione composta esponenziale.
D7 = R (1 + 0,02)–2 + R (1 + 0,02)–4 + R (1 + 0,02)–6 = 341,88
5) Subito dopo il versamento della 7a rata si sospendano i versamenti all’8a e 9a rata. Determinare l’ammontare R’ della 10a rata necessaria per completare l’ammortamento al tasso annuo i = 0,04.
1000 = 123,2909 a 7┐0,04 + R’ (1 + 0,04)–10 = 384,865
· Esercizio 33
Si hanno tre titoli A, B, C, tutti di valore nominale = al valore di rimborso Ci = C scadenti a 2 anni da oggi.
A titolo zero coupon bond valore nominale C0 = 94,27
B titolo coupon bond cedola annua post = 12 valore emissione C0 = 117,27
C titolo coupon bond cedola 6 mesi posticipata = 5,5 valore emissione C0 = 115,44

Determinare il tasso effettivo di rendimento dei tre titoli.
Soluzione:






< 0 non accettabile
A
94,27

100

94,27 = 100(1 + x)–2 → x = 0,029943133

    0

  2

B
117,27
   12
12+100

117,27 = 12(1 + x)–1 + 112(1 + x)–2
   0
    1
     2

117,27(1 + x)2 – 12(1 + x) – 112 = 0
0 + x = 12 ± √122 + 4 x 117 x 112 / (2 x 117,27) → x = 0,029959… (la soluzione <0 no!)
C
115,44
5,5
5,5
5,5
5,5+100

115,44 = 5,5 a┐4x½ + 100 (1 + x½)–4
    0

1

    2

applico il teorema di iterazione.

x = 5,5/115,44 + (100/115,44 – 1)/s4┐x0

x = 0,047643797 – 0,133749/s4┐x0
x0 = 0,047643797;         x1 = 0,0165035;
    x2 = 0,015022972;
x3 = 0,0149500;
       x4 = 0,014947107
· Esercizio 34

3
3
3*8/12
3+100

Calcolare dietimo α, corso secco φ e corso tel quel. i* = 0,04
1/1/00
1/1/01
1/1/02
1/1/03
1/1/04

p = 4/12


      1/5/02


1 – p = 8/12
α(4/12) = Ci * p = 3 * 4/12 = 1 dietimo





 98,43+1 = 99,43 corso tel quel
φ(2 + 4/12 * 0,04) = 3 * 8/12 (1 + 0,04)–8/12 + 103 (1 + 0,04) – 1 – 8/12 = 98,43 corso secco
δ (2 + 4/12; 0,04) = 3 (1 + 0,04)–8/12 + 103 (1 + 0,04) – 1 – 8/12 = 99,405 → corso tel quel > δ
· Esercizio 35: Compito d’esame sulla duration:
Oggi 1/1/00 è disponibile il titolo di valore nominale C = 100 che dà diritto a cedole annuali al tasso annuo nominale del 6%; prima cedola al 1/1/01 e rimborso alla pari al 1/1/03. Sia i* = 0,05 il tasso di valutazione. Determinare:
1) Duration e valore del titolo oggi;
2) Variazione relativa del titolo quando il tasso passa da i* = 0,05 a i* + di* = 0,05 + 0,55;

3) Legame tra la duration e la variazione relativa. Verificare numericamente;

4) 1/04/00 dietimo, corso secco e corso tel quel.

Soluzione:
oggi
1/4/00
6
6
6+100

1/1/00

1/1/01
1/1/02
1/1/03

1) V(0) = 6 (1 + 0,05)–1 + 6 (1 + 0,05)–2 + 106 (1 + 0,05)–3 = 102,7232
D(0) = 6 x 1 (1 + 0,05) –1 + 6 x 2 (1 + 0,05)–2 + 106 x 3 (1 + 0,05)–3 = 2,83
la duration è una misura di tempo
102,7232

2) Variazione relativa = [V(0,55) – V(0,05)]/V(0,05) = – 0,01337847
    era sbagliato!(?)
correzione calcolo:
Variazione relativa ≈ – D (0) 1/(1 + i*) di* = –2,83/(1 + 0,05) x 0,55 = – 0,0135036 → –1,482780952
3) p = 3/12

1 – p = 9/12
α(p) = α(3/12) → 6 x 3/12 = 1,5 dietimo
corso secco = (6 – 1,5)(1 + 0,05)–9/12+6*1,05–1–9/12+106*1,05–2–9/12 = 102,53
corso tel quel = 104,03
· Esercizio 36: primo appello sessione estiva 2006 (svolto in classe il giorno 18/4/7)
Il capitale di 10.000 € è ammortizzato in 10 anni con un ammortamento uniforme. Se il tasso di ammortamento è del 5% annuo, si determini:

1) le quote capitale e compilare le prime 3 righe del piano di ammortamento

2) calcolare quanto vale la decima rata

3) calcolare la nuda proprietà alla scadenza = 5 al tasso annuo di valutazione i* = 0,04

Supponiamo che, dopo il versamento della terza rata, si sospenda l’ammortamento a quote di capitale costanti e si prosegua l’ammortamento con un ammortamento francese ancora per i 7 anni previsti al tasso annuo del 5%.
4) determinare la rata costante da versare

5) verificare la condizione di ammortamento del debito iniziale di 10.000€.
Soluzione:

1) A = 10.000

n = 10

i = 0,05
	Z
	C
	Dz
	Iz
	Rz

	0
	-
	10.000
	-
	-

	1
	1.000
	9.000
	500
	1.500

	2
	1.000
	8.000
	450
	1.450

	3
	1.000
	7.000
	400
	1.400


Avevamo detto che anche se non abbiamo le quote capitali, possiamo determinare lo stesso l’ammortamento in questi casi, inoltre lo costruiamo non per righe ma per colonne. 
2) Rz = A (1/n + i – i/n(z – 1)) → R10 = 10.000 (1/10 + 0,05 – 0,05/10 * 9) = 1.050 (ci si poteva arrivare anche proseguendo con il piano di ammortamento)
3) 
   x
x
x
x
x

z = 5
   6
7
8
9
10

A5;0,04 = C a 5┐0,04 = 1.000 a5┐0,04 = 4.451,82
4)
   x
x
x
R
R
R
R
R
R
R

      0
   1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Su quale debito io pago? Sul debito residuo, che abbiamo già calcolato = 7.000 e va ammortizzato come fosse francese.

D3 = 7000 = R a 7┐0,05 → R = 1.209,738729
10.000 = R1 (1 + 0,05)–1 + R2 (1 + 0,05)–2 + R3 (1 + 0,05)–3 + R/3 a 7┐0,05 = 

Il differimento (R differito3) che avevamo chiamato vm: R/3 a 7┐0,05 =  R a 7┐0,05 (1 + 0,05) –3
· Esercizio 37
Abbiamo sempre un debito di 10.000 contratto l’1/1/5 ed ammortizzato con 10 rate annue posticipate al tasso annuo

i = 0,06 in uno dei seguenti modi:

a) ammortamento francese

i. determinare la rata, l’ammontare della sesta quota capitale e quello della sesta quota interessi

ii. determinare il debito residuo ed il valore del prestito al tasso annuo istantaneo δ = 0,05 subito dopo il versamento della sesta rata.
b) ammortamento americano

i. determinare l’ammontare di ciascuna rata d’ammortamento.
ii. Per costituire il capitale A = 10.000 per l’1/1/2015, si versano 10 rate annue posticipate costanti di ammontare T al tasso annuo di costituzione i1 = 0,04
iii. Determinare l’ammontare T e il capitale costituito subito dopo il versamento della sesta rata.
iv. Dopo aver fatto i primi sei versamenti di ammontare T, si sospendano i versamenti settimo ed ottavo. Determinare l’ammontare T’ delle due rate uguali tra loro che, versate l’1/1/2014 e l’1/1/2015, permettono di costituire 10.000 alla prevista scadenza 1/1/2015.

   x
x
x
R
R
R
R
R
R
R

 1/1/5
   1
2
3
4
5
6
7
8
9
1/1/2015

A = 10.000
a) 10.000 = R a 10┐0,06 → R = 1.358,679582
Ricordiamo che le rate variano in progressione geometrica di ragione 1 + i e termine sigma n: Cz = σ n┐i (1 + i)z – 1.

C6 = A/(s 10 ┐0,06) (1 + 0,06)5 = 1.015,284

I6 = R – C6 = 343,396

D6 = R a 4┐0,06 = 4.707,97

0
6  7
   10
V (6,δ = 0,05) → R = a 4┐ĩ → R e–δx1 + R e–δx2 + R e–δ+3 + R e–δ+2 = 4.803,617
b) R1 = R2 = … = R9 = Ai = 10.000 x 0,06 = 600
R10 = A + Ai = 10.600
T = 10.000 σ 10┐0,04 = 832,9094435
F6 = T s 6┐0,04 = s6┐0,04 / s10┐0,04 = 5.524,67
5.524,67 * (1 + 0,04)4 + T’(1 + 0,04) + T’ = 10.000
· Esercizio 38: lezione pomeridiana del giorno 2007-05-02
Oggi, 1/1/5, sono disponibili 2 titoli entrambi di valore nominale 100 e con rimborso alla pari l’1/1/7.
Il titolo A è zero coupon bond, il titolo B è un coupon bond con 2 cedole annue, ciascuna di ammontare 3, disponibili rispettivamente l’1/1/6 e l’1/1/7. Al tasso annuo di valutazione i* = 0,01 determinare all’1/2/5:

1) Il valore del titolo A e B

2) Il dietimo ed il corso secco del titolo B

Soluzione:

vA = 100 (1 + 0,01) –(1 + 11/12) = 98,11092423
vB = 3 (1 + 0,01) – 11/12 + 103(1 + 0,01) – 1 – 11/12 = 104,02

αP = (1/12) = 3 x 1/12 = 0,25
S (1/12, 0,01) = 3 x 11/12 (1 + 0,01) – 11/12 + 103(1 +0,01) – 1 – 11/12 = 103,7792829
Lezione del giorno 2007-05-09
· Esercizio 39
Oggi tempo 0, 1/1/5 sono emessi i seguenti 2 titoli, scadenti tra 3 anni, rimborsati alla pari, valore nominale 100:

· Titolo A: zero coupon bond con valori di emissione C0 = 91.

· Titolo B: coupon bond cedola annua = 2,5, prima cedola tra 1 anno valore di emissione C0 = 97.

Determinare in 0:

a) I tassi di effettivo rendimento dei 2 titoli

b) Valori dei 2 titoli al tasso annuo di valutazione i1 = 0,03

c) La duration al tasso i1 = 0,03

Soluzione:

A
91


100


0


3

B
97
2,5
2,5
100


0
1
2
3

a) Ci sono svariati metodi:
Primo metodo: 91(1 + TER)3 = 100 → (1+TER)3=100/91=1,098901099 → elevo alla 1/3 → TER = 1,0989010991/3 – 1 = 0,031936251
Oppure con la radice: (1+TER)3 = 100/91→ faccio la radice terza→ 1+TER = 3√1,098901099 → TER = 0,031936251

Secondo metodo: 100(1 + TER)–3 = 91 → (1+TER) –3=91/100 → elevo alla –1/3 → TER= 0,91–1/3 – 1= 0,031936251
97 = 2,5 a3┐iB + 100 (1 + iB)–3
iB = f(iB)

x = Ci/C0 + (C/C0 – 1)/1 n┐iB = 2,5/97 + (100/97 – 1) /1 n┐iB = 0,025773195 + 0,30927135/1 n┐iB
iB0 = 0,025773185
iB1 = f(iB1) = 0,035821278

applico l’approssimazione a saltelli
iB2 = f(iB2) = 0,035721844
iB0 = f(iB3) = 0,035722822

possiamo dire stabile i = 0,03572
b) VA (0,03) = 100 (1 + 0,03)–3 = 91,51416594
VB (0,03) = 2,5 a3┐0,03 + 100 (1 + 0,03) –3 = 98,58
c) DA = 100 * 3 * (1 + 0,03) –3 = 3 anni
100(1 + 0,03) –3

DB = 2,5 * 1 * (1 + 0,03)–1 + 2,5 * 2 * (1 + 0,03)–2 + 102,5 (1 + 0,03)–3 = 2,926856947 anni




VB(0,03)
· Esercizio 40 (Tema d’esame):
Oggi sul mercato sono disponibili 3 zero coupon bond di valore nominale 100:
A) Prezzo oggi = 98,83 rimborso tra 3 mesi
B) Prezzo oggi = 97,82 rimborso tra 6 mesi
C) Prezzo oggi = 95,88 rimborso tra 1 anno
Inoltre è disponibile il titolo D) di valore nominale 100 con cedole semestrali di ammontare 2 ciascuna; 1a cedola disponibile tra 1 semestre da oggi, rimborso alla pari tra un anno. Si fissi l’origine dei tempi oggi e si misuri il tempo in anni:
1) scrivere la Duration dei titoli A, B, C
2) in ipotesi di struttura piatta del mercato al tasso annuo i* = 0,04, calcolare oggi il valore del titolo D) e la duration
3) determinare i tassi annui spot i0(0,t) per t = ¼ t = ½ t = 1 e determinare anche le rispettive intensità δ0(0,t)

Utilizzando la struttura non piatta determinata calcolare oggi:
4) il valore del titolo D)

5) la Duration del titolo D)

Soluzione:

1) A)
98,93
100

Titolo B)
97,82
100



0         3/12=¼ 



0
6/12=½ 

Titolo C)
95,88
100

Titolo D)

2
2+100



0
1



0
½ 
1

DA(0) = 100 * ¼ * (1 + i)–¼ = ¼ 

DB(0) = 100 (½ * (1 + i)–½ = ½ 

DC(0) = 1
100(1 + i) –¼



100 (1 + i)–½


(quindi nei ZCB durata = duration)
2) V0D = 2 * (1 + 0,04)–½ + 102 (1 + 0,04)–1 = 100,038 (insomma è sufficiente attualizzare)
DD(0) = 2 * ½ (1 + 0,04)–½ + 102 * 1 * (1 + 0,04)–1 = 0,990197927



VD(0) → 100,038
3) titolo A) 98,93 = 100 (1 + i0(0, ¼))–¼ → i0(0, ¼) = 0,048201601
i0(0, ts) = (C/C’)–1/t – 1
titolo B) 97,82 = 100 (1 + i0(0, ½))–½ → i0(0, ½) = 0,045068321
titolo C) 95,88 = 100 (1 + i0(0, 1))–1 → i0(0, 1) = 0,04297038
δ0(0,t) = loge (1 + i0(0,t))→ formula intensità
δ0(0, ¼)=loge (1 + 0,0482)=0,047;
     δ0(0, ½)=loge (1 + 0,045068)=0,04408;
δ0(0,1)=loge (1 + 0,04297)=0,04207
4) VD(0) = 2 (1 + i0(0, ½))–½ + 102 * 1 * (1 + i0(0,1))–1 = 99,754
5) DD(0) = 2 * ½ (1 + i0(0, ½))–½ + 102 * 1 * (1 + i0(0,1))–1 = 0,9901937
δD(0) → 99,754
· Esercizio 41: lezione pomeridiana del giorno 9 Maggio 2007
Al tempo 0 acquisto un titolo che dà diritto ad incassare i capitali R1 = 50 e R2 = 1.050 rispettivamente tra un anno e tra due anni da oggi.
1) In ipotesi di struttura piatta, al tasso annuo di interesse i* = 0,04 determinare al tempo 0 il valore e la duration del titolo. 
2) In ipotesi di struttura piatta, determinare al tempo 0 la variazione relativa del valore del titolo se il tasso passa da i* = 0,04 a i* + di* = 0,038.
3) In ipotesi di struttura piatta, al tasso annuo istantaneo di interesse δ* = 0,04, determinare al tempo 0 il valore del titolo.
4) Ho acquistato oggi il titolo pagandolo 1.018 e lo tratterrò per i due anni previsti. Determinare il tasso annuo di effettivo rendimento.
5) In ipotesi di struttura non piatta, determinare al tempo 0 il valore e la duration del titolo se sono dati i seguenti tassi annui spot

a. i(0,1) = 0,0385;

b. i(0,2) = 0,0405.
Soluzione:
1) V(0) = 50 (1 + 0,04) –1 + 1.050 (1 + 0,04) –2 = 1.018, 86
D(0) = 50 * 1 * (1 + 0,04)–1 + 1.050 (1 + 0,04)–2 * 2 = 1,952813067



1.018,86
2) Vrel = [50 (1 + 0,038)–1 + 1.050 (1 + 0,038) –2 ] – 1.018,86 = 0,003766
1.018,86

È una funzione decrescente al crescere del tasso perché la sua derivata prima è negativa, quindi il risultato della prima parte del numeratore è 1.022,698. Un altro modo sarebbe stato il seguente (per approssimazione):
Vrel ≈ - Duration / (1 + i*) x di* = - 1,95 / (1 + 0,04) (- 0,002) = 0,00375
3) V(0) = 50e – 0,04 x 1 + 1.050 e – 0,04 x 2 = 1.017,31
4) Scriviamo la condizione di ammortamento:

1.018 = 50(1 + x)–1 + 1.050 (1 + x)–2
Non va applicata l’iterazione, infatti abbiamo un’equazione di solo 2° grado, quindi risolviamo così:
1.018 = 50(1+TER)–1 + 1.050(1+TER)–2 

poniamo (1+TER)–1 = z

1.050z2 + 50z – 1.018 = 0



con Ruffini: ∆ = b2 – 4ac = 4.278.100
(-b±√∆)/2a = neg, 0,961122303


(1+TER)–1 = 0,961122303

Elevo alla -1: 0,961122303–1 = 1+TER

TER = -1 + 1,040450312 = 0,040450312
Fino a qui erano cose della scorsa lezione: in ipotesi di struttura piatta.
5) i0(0,1) = 0,0385

i0(0,2) = 0,0405

Scomponiamo in tanti zero coupon bond

V(0) = 50 (1 + 0,0385)–1 + 1.050 (1 + 0,0405)–2 = 1.017,99

D(0) = 50 * 1 * (1 + 0,0385)–1 + 1.050 * 2 ( 1+ 0,0405)–2 diviso 1.017= 1,9527
· Esercizio 42
Oggi sul mercato sono disponibili 3 zero coupon bond (a, b, c) di valore nominale 105.
Determinare in ipotesi di mercato coerente:

1) I tassi spot i0(0,1), i0(0,2), i0(0,3)
2) I tassi annui forward i0(0,2), i0(0,3)
Se la struttura del mercato è quella sopra definita, determinare:

3) Il prezzo oggi di un titolo coupon bond con cedole annue posticipate = 8 di vita residua 3 anni e valore di rimborso = 115.
4) La duration oggi di questo titolo.
Se la struttura del mercato è piatta, a tasso annuo istantaneo di valutazione δ* = 0,05 determinare:
5) La duration tra un anno e 6 mesi da oggi di:
a. Che scade tra un anno con valore di rimborso = 107

b. Che scade tra 2 anni con valore di rimborso = 110

c. Che scade tra 3 anni con valore di rimborso = 112

E del titolo coupon bond (del punto 3)

Soluzione:
1) 105 = 107 (1 + i0(0,1) –1 => i0(0,1) = 0,019047619
105 = 110 (1 + i0(0,2) –2 => i0(0,2) = 0,023532631
105 = 112 (1 + i0(0,3) –3 => i0(0,3) = 0,02174591
2) Senza far troppi conti conviene ragionare: Se (1+i0(0,1)) = 107/105 e (1+i0(0,1))2 = 110/105

107/105 x 105 /110
Allora i0(1,2) = 0,02803
f0(0,3) = f0(0,2)f0(2,3) oppure come ragionamento sopra.

i0(2,3) = 0,018181818
3) C0 = 8 (1 + i0(0,1)–1 + 8 (1 + i0(0,2))–2 + 123 (1 + i0(0,3))–3 = 130,7993309 (attualizzato con i tassi spot)
4) D(0) = [8 * 1 * 105/107 + 8 * 2 * 105/110 + 123 * 3 * 105/112] / 130,79 = 2,821579376
Oppure: 8* 1 * (1 + i0(0,1))–1 + 8 * 2 * (1 + i0(0,2))–2 + 123 * 3 * (i0(0,3))–3 = 2,821579376




130,7993309

5) DB = 0,05

DC = 1,5

D (0,δ* = 0,05) = 8 * 1 * e – 0,05 + 8 * 2 e – 0,05 * 2 + 123 * 3 * e – 0,05 *3 = 1,43




8 * e – 0,05 * 1 + 8 * e – 0,05 * 2 + 123 – 0,05 * 3
· Esercizio 43
Oggi 1/1/4 ho a disposizione i seguenti 2 titoli di valore nominale C = 100, entrambi con rimborso l’1/1/6 pari al valore nominale. Uno è zero zoupon bond, l’altro è coupon bond con 2 cedole, ciascuna di ammontare = 7, disponibili l’1/1/5 e l’1/1/6. Supponiamo che oggi lo zero coupon bond abbia un prezzo = 95,18 e il coupon bond abbia un prezzo = 108, 64

Sia f0 (z,t) il fattore di capitalizzazione da z a t. Determinare in ipotesi di mercato coerente:
a) F0 (0,2) e i0(0,2)

b) F0(0,1) e i0(0,1)

Assumiamo i seguenti valori: i0(0,1) = 0,03 e i002 = 0,025

c) Determinare il tasso annuo forward i0(1,2) ed il fattore f0(1,2)
Soluzione:
95,18

100
1/1/4

1/1/6

108,64
7
7+100

1/1/4
1/1/5
1/1/4

· Esercizio 44
Si consideri il progetto P1 il cui vettore scadenze è T = (0, 12)


0
t<0
1) Disegnare il saldo di cassa; determinare il tempo di recupero ed il vettore poste.

   (t) =
–100
0≤t<1
2) Determinare il TIR annuo e determinare se è conveniente intraprendere P1 secondo il

–10
1≤t2
criterio del REA al tasso annuo di valutazione del 10%.

10
t>2
Consideriamo il progetto P2 che prevede le stesse uscite ed entrate di P1 con un’uscita sup-
plementare di –R alla fine del 3° anno. Determinare:
3) Per quali valori di R P2 è un IS o un IL.
4)
Per quali valori di R la scadenza media aritmetica dei ricavi è > della scadenza media aritmetica dei costi.

Soluzione:
1) 

10




tempo di recupero T = 2







Per calcolare le poste →
–100–0



1
2





–10–(–100) = –10+100 = 90


–10







+10–(–10) = + 10 + 10 = 20


–100




X = (–100;+90;20)
2) Vp(i) = –100 + 90(1 + i)–1 + 20(1 + i)–2 = 0 moltiplico tutto per (1 + i)2 e cambio segno.
100(1 + i)2 –90(1 + i)–1 (1 + i)–2 –1 –20(1 + i)–2(1 + i)–2 =100(1 + i)2 – 90(1 + i)1–20 = 0
(1 + i) = 9 ± √81 – 4(10)(–2) = 1 + i = 9±12,6 = → 
x1 = 1,08


2x10

        20

x2 = –0,18 non accettabile

3) P2
–100
+90
+20
–R

R ≥ 0

0
1
2
3

Is → R = 0
dobbiamo calcolare zc = 100(0) + R(3) < 1
     3R – 1 < 0
3R – 100 – R < 0





100 + R

     100+R
    100 + R
IL = zc < rt1







  – – – – – – – – – –+++++++++++++++
–2R – 100 – R < 0
2R > 100
R > 100

R > 50

  +++++++++++++++++++++
    100 + R

100 + R

         2

R > –100
–100
0
50









0 < R < 50
4) zr > zc

90(1)+20(2) > 100(0)+R(3)
90+40 >    3R

130 >    3R    .


     90+20
100+R

  100
100+R

110    100+R

13 >    3R    
13 –    3R    > 0
1300 + 13R – 33R > 0
1300 – 20R
1300 > 20R
11    100+R
11    100+R
11(100 + R)

11(100+R)
100 > R
R > 65

– – – – – – – – – – +++++++++++



0 < R < 65
R > –100
++++++++++++++++++++++++


–100
0
65

· Esercizio 45
Si considerino le seguenti operazioni finanziarie:

t = anni
A
–200
+200
+80
–90
0
+100
X = (–200;+200;+80;–90;+100)

0
1
2
3
4
5
T = (0, 1, 2, 3, 5)
B
–200
+300
+80
0
–90
+100
X = (–200;+300;+80;–90;+100)

0
1
2
3
4
5
T = (0, 1, 2, 4, 5)
C
–200
+200
+80
–I=–70
0
+80
X = (–200;+200;+80;–I;+80)
I ≥ 0

0
1
2
3
4
5
T = (0, 1, 2, 3, 5)
1) che tipo di investimento è l’operazione A e B è IL?

2) determinare per quali valori di I, C è Is ed è IL ma non in senso stretto.
3) Confrontare le operazioni A e B utilizzando i postulati di preferenza assoluta, posto I = 70

4) utilizzare il criterio del REA al tasso annuo i = 0,06
5) utilizzare il criterio del montante se i tassi attivi e passivi sono i seguenti:






















f0(0,2) = 100/95,18 = 1,0506


(1 + i0(0,2))2 = 1,0506


i0 (0,2) = 0,025


108,64 = 7 / f0(0,1) + 107/f0(0,2)


f0(0,1) ≈ 1,030


i0(0,1) = 0,03


f0(0,2) = f0(0,1)f0(1,2)


f0(1,2) = 1,0506/1,03 = 1,02


























Approfondimento sull’esercizio 5:


Non è possibile raddoppiare semplicemente il tasso (per passare da quello semestrale a quello annuale) ed elevare all’equivalente in anni per ottenere lo stesso risultato: M = 1.000(1 + 0,05 x 2)3,5 =1.395,9646


Per trasformare nel tasso equivalente dovremmo utilizzare la formula dei tassi equivalenti (pag. 5 di questi appunti): 1 + i = (1 + i1/K)K


1 + i = (1 + 0,05)2 → i = 0,1025


Infatti:


M = (1 + 0,1025)3,5 = 1.407,100423





























106.750 = 100.000 [1 + i*(7/12+15/360)] →


106.750 = 100.000 [1 + i*(210+15)/360] →


106.750 = 100.000 + i*225*100.000/360 →


106.750 – 100.000 = i*62.500 →


6.750 = i*62.500 → i = 6.750/62.500 = 0,108 = 10,8%

















n = (loge M/C)/(loge(1 +i)) (vedi pag.4 di questi appunti)


= (ln(12.000/5.000))/ln1,11 = ln2,4/ln1,11 =


= 0,875468737339 / 0,104360015324243 = 8,38892


→ 8 anni, 4 mesi, 20 gg.


BASTA USARE LA CALCOLATRICE SCIENTIFICA














Formula di partenza: e = (1 + i)–1


-e δt = (1 + i) – 1t

















È stabile sullo 0,0149





Possiamo, su questo argomento, svolgere sempre gli esercizi in questo modo, più semplice che utilizzare le rendite.





Soluzione:














�
i�
J�
�
1�
0,06�
0,05�
�
2�
0,065�
0,055�
�
3�
0,06�
0,055�
�
4�
0,06�
0,05�
�
5�
0,06�
0,05�
�















Ma col TER si attualizza.





Si poteva fare anche 100=94,27(1+TER)2
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