	Leggi di capitalizzazione
	C, t1, t2 → M = Φ (C, t1, t2)
	

	Proprietà minime
	Φ (0, t1, t2) = 0

Φ (C, t1, t1) = C

Φ (C, t1, t2) < Φ (C, t1, t3)

Φ (C, t1, t2) < Φ (C2, t1, t2)
	impiegando un C = 0 otterrò un M = 0.

se impresto in t1 e mi restituiscono in t1 otterrò C = C.

con 0 ≤ t1≤ t2 ≤ t3

con 0 ≤ C1 ≤ C2

	Uniformità o stazionarietà nel tempo
	Φ (C, t1, t2) = Φ (C, t1+x, t2+x)
	0 ≤ t1 ≤ t2
	M dipende solo dall’ampiezza dell’intervallo: investire da t1 a t2 o da t2 a t3 è lo stesso.

	Additività rispetto al capitale
	Φ (C1+C2, t1, t2) = Φ (C1, t1, t2) + Φ (C2, t1, t2)
	investire 100+100 o 200 è lo stesso

	Scomponibilità e scindibilità
	Φ (C, t1, t2) = Φ (Φ (C, t1, z), z, t2)
	In z disinvesto e re-investo.

	Regime dell’interesse semplice
	Φ (C, t1, t2) = C (1 + it)
	Se il tasso è variabile: M = C * (1 + ∑ns=1 i (s) * ts)

	Regime della capitalizzazione composta “annua”
	M = Φ (C, 0, n) = C (1 + i)n

M = C * ∏ns=1 (1 + is)ns
	convenzione mista: M = C (1 + i)No * (1 + ip) convenzione esponenziale: M = C (1 + i)No+p
n = ln(M/C) / ln(1+i)

	Tassi di interesse equivalenti
	i = K * i1/K (interesse semplice)
(1 + i) = (1 + i1/K)K (composta)
	Due tassi di interesse si dicono equivalenti se, applicati allo stesso capitale per la stessa durata di tempo, producono lo stesso montante.

	Iota
	i 1/K = (1 + ι)1/K – 1
	Tasso annuo nominale convertibile k volte l’anno, in comp. espon.

	Legge di formazione del montante
	M(s+ds)–M(s) = M(s)ρ(s)ds+θ(ds)

M (t) = M(0) * e ∫t0ρ(s)ds
	ρ(t) = M’(t)/M(t) (capitalizzazione continua)
δ[t1,t2] = ∫t1t2 ρ(s) ds / (t2 – t1)

	Capitalizzazione continua
	M (t) = C * eφ(t)
	φ (t) = ∫t0 ρ(s) ds
	Tasso istantaneo δ*
	δ*: V(0) = ∑Ci * e–δ**t + C * e–δ**t

	Proprietà minime dello sconto
	V (0, t1, t2) = 0

C (C, t1, t2) = C

C (C, t1, t2) > V (C, t1, t3)

V (C1, t1, t2) < V (C2, t1, t2)
	con 0 ≤ t1≤ t2 ≤ t3

con 0 < C1 < C2
	Uniformità nel tempo

V (C, t1, t2) = C – S = C – φ(C, t) = δ (C,t)

Additività

V (C1 + C2, t1, t2) = V (C1, t1, t2) + V (C2, t1, t2) → V (C, t1, t2) = C * g (t1, t2)

Scomponibilità

V (C, t1, t2) = V (V(C, z, t2), t1, z)

	Regime dello sconto commerciale
	S (C, t) = C * h (t) = C * d * t
	con 0 < t < 1/d

	Sconto composto
	V (C, 0, n) = C (1 – d)n
	

	Sconto razionale
	V (C, t) = C / (1 + it)
	C – C * d * t → V = C – S
       1–d + dt

	I tassi di sconto equivalenti
	d = d1/K * K (commerciale)
1 – d = (1 – d1/K)K (composto)
	d1/K = 1 – (1 – d)1/K
d = i * v = i * 1/(1 + i) = i/(1 + i)

	Rendita immediata, posticipata, temporanea per t anni, di termine variabile
	V (tz) = ∑ns=1 Rs (1 + i)tz – ts
	Valutazione in tz

	Schema riassuntivo sulle rendite immediate

	
	Valore iniziale
	Valore finale

	Posticipata
	                                R                            R


a
	   R                                         R                                      R

s

	Anticipata
	R                             R                            R

α
	   R                                         R

S

	Posticipato (a)
	Anticipato: α = a * (1 + i)
	Posticipato (s)
	Anticipato: S = s * (1 + i)

	1 – (1 + i) –n 

i
	1 – (1 + i) –n * (1 + i)
               i
	(1 + i)n – 1
i
	(1 + i)n – 1 * (1 + i)

                i

	a n┐ i = [1 – μn] / i
	α n┐ i = μ * a n┐ i = (1 – δn) / δ
	s n┐ i = [(1 + i)n – 1]/i = (μn – 1)/i
	S n┐ i = (μn – 1) / i * μ

	Condizione di amm.to
	A = ∑ns=1  Rs * δs dove δs = (1 + i)–s
Nel continuo:∫ n0 = R(s) * e-φ(s) ds =1
	equivalenza finanziaria tra avere A oggi, tempo 0, e avere la somma di n Rate alla fine di n anni

	Condizione di costituzione


	C = ∑ ns=1  Rs * μn–s
	Nel continuo: ∫ n0 = R(s) * eφ(n) – φ(s) ds = 1


	Ammortamento francese (a rate costanti posticipate)
	Cz+1 = Cz (1 + i)

Si utilizzano le rendite
(z = anno in considerazione;

n = totale anni)
	Cz = σ n┐i * (1 + i)z–1
Cz =      A    * (1 + i)z–1
          s n┐i

A = R * a n┐i
R = A / a n┐i

Iz = R – Cz

Dz = R * a n-z┐i
	Piano d’amm.to

Cz = Rz – Iz

Bz = Cz cumulato

Dz = Dz–1 – Cz

Iz = Dz * i

Rz = Cz + Iz

	Ammortamento italiano o uniforme (a quote capitale costanti)
	Rz = C[1/n + i – i/n(z – 1)]
Cz = C = 1/n

Bz = ∑ns=1 Cs = 1/n + 1/n + 1/n = z/n

Dz = 1 – Bz = 1 – z/n = (n – z) / n

Iz = i (1 – Bz–1) = i * [1 – (z – 1)/n]
	

	Ammortamento tedesco
	I0 = i * δ = d

Iz = Iaz = i * δ * (1 – Bz–1)
	È uguale a quello italiano dal punto di vista finanziario, ma qui gli interessi vengono dati anticipatamente rispetto a quello italiano nel quale vengono dati posticipatamente.

	Prestiti
	con i: v = (t, i) = ∑ Rs (1 + i)±(ts – t) 
	(in capitalizzazione continua)

	
	con δ: v (t, δ*) = ∑ Rs * e±δ(ts – t)
	(valore del prestito)

	
	∑ns=z+1 (Cs + Is)(1 + i*) –(s–z) = ∑ns=z+1 Cs (1 + i*) –(s–z)
+ ∑ns=z+1 Is (1 + i*) –(s–z)



        Az,i: Nuda proprietà
+
μz,i: Usufrutto


	Prestiti divisi
	BOT C = C0 (1 + it)


	A capitalizzazione integrale Interesse semplice non danno diritto al pagamento di interessi periodici.

	
	z.c.b. C = C0 (1 + i)t

	I titoli senza pagamento di cedola si chiamano zero coupon bond in convenzione esponenziale.

	
	BTP
	Titoli che danno origine al pagamento di cedole interessi periodici “annui” in ammortamento americano.

	Tasso effettivo di rendimento
	C0 = C i a n┐TER + C (1 + TER)–n
	Se n < 3 → cedola (se z.c.b. = 0) x valore iniziale di una rendita posticipata con tasso TER + valore di rimborso x (1 + TER)–n

	Metodo di iterazione
	φ(x) = Ci/C0 + [(C/C0) – 1]/sn┐x
dove: sn┐x = [(1 + x)n – 1]/x
	Se n > 2 → per trovare il TER utilizzo l’iterazione:
x0 = Ci/C0
xω = Ci/C0 + [(C/C0) – 1]/sn┐xω–1 finché non trovo un valore stabile

	Confronto tra corso tel quel e valore del titolo
	δ (t, i*) = Ci an–z┐i* * (1 + i*)–(1 – p) + C(1 + i*)–(n – (z+p))     dove Ci an–z┐i* = cedola – dietimo
Dietimo = Ci * p; p = tempo del dietimo; z = anno in considerazione; n = anni tot.; tel quel = secco + dietimo;

Corso secco = (ci – dietimo) attualizzato al tempo del dietimo + restante attualizzazione

	La duration
	D (t, i*) = ∑ts>t (ts – t) Rs(1 + i*)–(ts – t)
∑ts>t Rs(1 + i*)–(ts – t)
Assegnando δ*, cioè = log(1 + i*)

D (t, δ*) = ∑ts>t (ts – t) Rs e–δ* (ts – t)
      ∑ts>t Rs e–δ* (ts – t)

	i* → i* + d i*
calcolare la variazione relativa nel caso di tasso annuo:

V(t, i* + di*) – V(t, i*) ≈ ∂V(t, i*) / ∂i* x di*

V = (t, i*) = ∑ts – t Rs (1 + i*)

         (ts – s) V(t, i)
 V(t, i)

volatilità
volatilità

∂V(t, i*) = ∑ts – t Rs [– (ts – t)(1 + i*)] = –∑ts – t Rs (ts – t) Rs(1 + i*) – (ts – t) x      1       x di* = – D (t, i*) x       1        x di*

   ∂i*


 duration al tasso i*

V (t, i*)

         (1 + i*)


(1 + i*)

	i tassi spot
(t1 = 0)
	V(0) = ∑ns=1 Rs(1 + i0(0, ts))–ts
C = C’ (1 + i)–n
	Duration→D(0) =
∑ns=1 ts * Rs (1 + i0(0,t1))–ts


∑ns=1 Rs (1 + i0(0,t1))–ts

	
	i0(0, ts) = (C/C’)–1/t – 1
	Intensità = δ0(0,t) = loge (1 + i0(0,t))

	i tassi forward
	V(0) = ∑ns=1 Rs * e –δ(0,t1)ts
(1 + i0 (0, t))t = (1 + i0 (0,t1))t1 (1 + i0 (t1,t))t–t1
	Duration→D(0) =
∑ns=1 ts * Rs (e–δ(0,ts)ts)


∑ns=1 Rs e–δ(0,ts)ts

	
	 i0(t1,t)=  (1 + i0(0,t))t    1/(t – t1)

 (1 + i0(0,t1))t1
– 1
	

	Investimento in senso stretto
	Is = ctm < rt1
	l’ultima scadenza dei costi precede la prima scadenza dei ricavi.

	Investimento in senso lato
	ž = ∑ns=0 xs ts < rt1
      ∑ns=0 xs
	la scadenza media aritmetica dei costi precede la prima scadenza dei ricavi: [costi(anno costi)]/costi < anno 1° incasso

	Investimento generale
	Ig = zc(i) < rt1(i)
	La scadenza media finanziaria dei costi precede quella dei ricavi.

	Un criterio di scelta deve rispettare 4 requisiti minimi:

	2 postulati di preferenza assoluta
	W: ∂W > 0
     ∂xs

∂W  
se la posta è positiva < 0

 ∂ts
se la posta è negativa > 0
	Tra due poste disponibili alla stessa scadenza scelgo quella di importo più alto (somma algebrica poste).
Tra due poste positive di stesso importo sceglierò quella che è disponibile prima, mentre se le poste sono negative sceglierò quella che è disponibile dopo.

	3° requisito
	p’ > p” → Wp’ (ax’T’)>Wp”(ax”T”) → Wp’ (x’T’) > Wp”(x”T”)
	Deriva dall’utilizzo di una determinata unità di misura della moneta, se si cambia unità di misura della moneta

	4° requisito
	Wp’ (x’T’) > Wp” (x” T”) se cambio il tempo Wp’(x’aT’) > Wp”(x”aT”) a > 0
	Unità di misura del tempo

	REA (risultato economico attualizzato)
	Wp = Vp(i) = ∑ns=0 xs (1 + i)–ts
con i > 0
	(struttura piatta): cash flow attualizzato: somma algebrica dei valori attuali di costi e ricavi in t0

	TIR
	∑ns=0 x0(1 + TIR)–ts = 0
	Pongo la formula del REA=0 e il tasso come incognita.

	Criterio del montante
	Costi in t0 (1 + i0) + Ricavi in t0 = M0
M0 (1 + i1) + Ricavi in t1 = M1
M1 (1 + i2) + Ricavi in t2 = M2 etc.
	

	Tempo di recupero
	Valutare dopo quanto si torna in attivo
	Es.: - 1000 + 500 + 600: dopo 2 anni.

	Ripasso sugli integrali
	∫n = nx
	∫nx = n x2 / 2
	∫x = x2 / 2























Esempio:


V(0) = 6(1 + 0,05)–1 +6(1 + 0,05)–2  +106(1 + 0,05)–3 = 102,7232


D(0) = [6 x 1 (1 + 0,05) –1 + 6 x 2 (1 + 0,05)–2 + 106 x 3 (1 + 0,05)–1]/102.7232 = 2,83
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