PAG 11/14 Esperimento aleatorio: tale per cui non possiamo prevedere con certezza il suo risultato; Evento certo: ognuno dei possibili risultati e raggruppiamo in un insieme denotato con Ω tutti gli eventi elementari; Ω: insieme degli eventi elementari o spazio campione; Una classe F di sottoinsiemi di Ω è una σ-algebra se soddisfa le proprietà: 1) ΩF; 2) se AF  Ac (complementare) F; 3) se A1,A2,…F  A1A2…F; Insiemi misurabili: gli elementi di F; Spazio misurabile: la coppia (Ω, F); Misura: la probabilità è un tipo di misura; una funzione d’insieme μ definita su A è una misura se: a) μ(Ø)=0; b)se AA  0≤μ(A)≤+∞; c) se A1,A2,…A con AiAj=Ø Aij  μ(k)=k). Con le proprietà a) b) c) denotiamo P(Ω)=1 misura di probabilità. (Ω, A) spazio probabilizzabile. (Ω, A,P) spazio di probabilità o probabilizzato.
PAG 15 Variabile aleatoria: sia (Ω, A) uno spazio probabilizzabile corrispondente ad una prova e sia (E,E) un qualsiasi spazio misurabile, sia X un’applicazione di Ω in E: X:ΩE; X è detta (A,E) misurabile se per ogni BE si ha: X-1(B)A; dove è: X-1(B)={:X()B}. Quindi per ogni evento B nello spazio immagine di X c’è un corrispondente evento immagine inversa di B (cioè X-1(B)={:X()B}) nello spazio di partenza. X è detta variabile aleatoria o casuale. Se E coincide con R allora si ha variabile aleatoria reale.
PAG 19 Un processo stocastico è una famiglia, una collezione, di variabili aleatorie dipendenti da un parametro t, tT, definite su uno spazio di probabilità (Ω,A,P) e a valori su uno spazio misurabile (E,E). indichiamo con {Xt, tT} il processo stocastico ora definito. Lo spazio E a cui appartengono tutti i possibili valori di Xt è detto spazio degli stati.
PAG 21 Una classificazione di processi stocastici fa riferimento all’insieme T e allo spazio degli stati. Se T e tale spazio sono rispettivamente finiti o numerabili (cioè discreti) oppure sono un intervallo, limitato o non limitato, di R (cioè continui), abbiamo: processi stocastici discreti nel tempo e nello spazio; discreti nel tempo e continui nello spazio; continui nel tempo e discreti nello spazio; continui nel tempo e nello spazio. Alcuni particolari tipi di processi: Processi ad incrementi indipendenti sia{Xt, tT} un processo stocastico e siano t0,t1,…tnT con t0<t1<…<tn, se le variabili aleatorie Xt1-Xt0, Xt2-Xt1…Xtn-Xtn-1 sono mutuamente indipendenti per ogni scelta di t0,t1,…tn ; Martingale; Catene/processi di Markov sia {Xt, t=0,1,2…} un processo stocastico il cui spazio degli stati è numerabile, è una catena se soddisfa la proprietà: Prob [Xt+1=j | X0,X1,…,Xt]=Prob [Xt+1=j | Xt], sia {Xt, tT} un processo stocastico il cui spazio degli stati è la retta reale R. E’ detto processo di Markov se per ogni BB(R) e per ogni t0,t1,…tnT con 0≤ t0<t1<…<tn<t<∞ si ha: Prob [XtB | Xt0, Xt1,…, Xtn]=Prob [XtB | Xtn] dove tn<t; Processi stazionari.
PAG 24 Processo di Wiener o Moto Browniano: Sia {Wt, t[0, +∞[} un processo stocastico. E’ un processo di Wiener se soddisfa le proprietà: 1) è W0=0 con probabilità uguale a 1; 2) presi comunque t0,t1,…tn[0, +∞[ con 0≤ t0<t1<…<tn, le variabili aleatorie incrementi Wt1-Wt0, Wt2-Wt1…Wtn-Wtn-1 sono mutuamente indipendenti; 3)  per ogni s,t[0, +∞[ con 0≤s<t, la variabile aleatoria incremento Wt-Ws è distribuita normalmente con media uguale a 0 e varianza uguale a  2(t-s). Per esprimere scriviamo: Wt-Ws ~ N(0,2(t-s));  4) è un processo a traiettorie continue.
PAG 27/29 Convergenza in media quadratica: La successione di variabili aleatorie {Xt}nN converge in media quadratica alla variabile aleatoria X se si  ha: [(Xn-X2)]=0; Processo stocastico del II° ordine: Consideriamo un processo stocastico {Xt, tT}, è detto del II° ordine se si ha: E[Xt2]<+∞, tT; E’ continuo se: Un processo stocastico {Xt, tT}del secondo ordine è continuo in media quadratica in t, tT, se: [(Xt+h – Xt)2]=0; E’ differenziabile in media quadratica se: Un processo stocastico {Xt, tT}del secondo ordine è differenziabile in media quadratica in t, tT se il limite  (Xt+h – Xt)/h = Xt’ esiste nel senso della convergenza in media quadratica; cioè se si ha: [[(Xt+h – Xt)/h]- Xt’]2=0
PAG 31 Dal deterministico allo stocastico: Studiamo l’evoluzione nel tempo di una certa variabile che descriva lo stato di un sistema. Affrontiamo il problema per gradi facendo riferimento prima al tempo discreto e poi al continuo; in entrambi i casi partiremo da considerazioni in campo deterministico per giungere a quelle che effettivamente ci interessano: in campo stocastico.
PAG 32 Equazione stocastica alle differenze: xt+1 = Φ(xt,t) + Yt ,   t=0,1,2,…  Questa equazione porta alla conoscenza della successione delle variabili aleatorie xt (che è un processo stocastico) le quali descrivono l’evoluzione della variabile aleatoria nel tempo.
PAG 33 Rumore bianco: xt+1 = Φ(xt,t) + G(xt,t)Ut   t=0,1,2,…  questa equazione ha significato se xt si allontana dall’evoluzione deterministica descritta dalla legge Φ, ciò avviene a causa di disturbi aleatori descritti dalle variabili aleatorie Ut. Questi disturbi vengono chiamati rumore bianco.
PAG 35 Equazione differenziale stocastica di Itô: dx(t)=(x(t),t)dt + g(x(t),t)dW(t) E’ chiamata equazione differenziale stocastica di Itô, ci dice che l’incremento dx(t) della variabile x(t) è la somma di due termini. Il primo è un termine di tipo deterministico dato dal prodotto di una funzione di x(t) (e di t) per l’incremento dt del tempo; il secondo è un termine di tipo stocastico prodotto di una funzione di x(t) (e di t) per l’incremento dW di un processo di Wiener.
PAG 38 Integrale di Itô: Proprio per come è definito è una variabile aleatoria; esso è infatti il limite di una somma di variabili aleatorie. I = (x(s),s)dW(s) dove [((x(si),si)[W(si+1)- W(si)]-I)2]
PAG 39 Differenziale stocastico. Lemma di Itô: consideriamo un processo stocastico {x(t), tT} dove T=[0,T*] oppure T=[0, +∞[. Supponiamo che presi r,tT, 0≤r≤t risulti: x(t) = x(r) + (x(s),s)ds + (x(s),s)dW(s). Se è vera diciamo che x(t) ammette il differenziale stocastico o differenziale di Itô dx(t) e che esso è: dx(t) = (x(t),t)dt + g(x(t),t)dW(t). La formula di Itô è: dy(t) = du (x(t),t) = [u’1(x(t),t) (x(t),t) + u’2(x(t),t) + ½ u’’11(x(t),t) (g(x(t),t))2]dt + u’1(x(t),t)  g(x(t),t)dW(t).
