PARTICOLARI EQUAZIONI DIFFERENZIALI STOCASTICHE
Ci sono 3 tipi di equazioni differenziali stocastiche che definiscono un particolare processo stocastico.

1. dx(t)=(dt+(dW(t) con (e( costanti e (≠0

un processo stocastico che sia soluzione di questo differenziale stocastico si chiama moto browniano semplice

2. dx(t)=(xdt+(x(t)dW(t) con (e( costanti
un processo stocastico che sia soluzione di questo differenziale stocastico si chiama moto browniano geometrico

3. dx(t)=(((-x(t))dt+(dW(t) con ((( costanti

un processo stocastico che sia soluzione di questo differenziale stocastico viene definito processo di Ornstein-Uhlenbeck.
APPLICAZIONI DEL LEMMA DI ITÔ
Se abbiamo un processo stocastico di cui conosciamo il differenziale stocastico e abbiamo un altro processo stocastico y(t)=u(x(t),t) possiamo trovare il suo differenziale stocastico.

Vari casi particolari che possono succedere:

· y(t)=u(W(t),t) è il processo stocastico di Wiener quindi il differenziale stocastico è dW(t)=dW(t) applichiamo il lemma di ito

dy(t)=[du(W(t),t)]=u’1(W(t),t)dW(t)+u’2(W(t),t)dt+1/2u’’11(W(t),t)dt = [u’2(W(t),t)+1/2u’’11(W(t),t)]dt+ u’1(W(t),t)dW(t)
· y(t)=û(x(t))  dx(t)=φ(x(t),t)dt+g(x(t),t)dW(t)  
dy(t)= û’(x(t))dx(t)+0+ û’’(x(t))(g(x(t),t))2dt = [û’(x(t))φ(x(t),t)+1/2 û’’(x(t))(g(x(t),t)2]dt+ û’’(x(t))g(x(t),t)dW(t)
· y(t)= û(W(t)) succede tutto come nel caso precedente ma φ=0 e g=1 quindi:
dW(t)=dW(t)   e y(t)= û(W(t))

dy(t)= 1/2 û’’(W(t))dt+ û’(W(t))dW(t)
questo risultato permette di trovare il teorema fondamentale del calcolo stocastico il quale dice che se prendo un processo stocastico di Wiener i cui incrementi W(t) e W(s) hanno distribuzione normale e σ=1 prendo un û che sia funzione di una sola variabile e che ha û’ e û’’ continue allora:
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Dalla soluzione di calcolo abbiamo
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EQUAZIONI RIDUCIBILI

Se abbiamo una generica equazione differenziale stocastica dx(t)=φ(x(t),t)dt+g(x(t),t)dW(t) ($) ed esiste una soluzione, questa soluzione è un processo stocastico. Se φ e g dipendono solo da t e non da x(t) allora posso scrivere il differenziale stocastico come dx(t)=η(t)dt+σ(t)dW(t) (*) allora la soluzione sarà: 
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Ho una generica equazione del tipo ($). Se trovo una funzione tale che posso trovare un nuovo processo stocastico che è funzione di x(t) e t che mi porta ad avere un’equazione del tipo (*) allora dalla y(t)posso trovare la x(t), applicando il lemma di ito.
EQUAZIONI DIFFERENZIALI STOCASTICHE LINEARI

Se la φ e la g sono dei polinomi di 1° grado nella variabile x(t) con coefficienti e termine noto che sono in generale funzioni di t, ho:
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    dx(t)=[η(t)x(t)+a(t)]dt+[σ(t)x(t)+b(t)]dW(t)

    x(0)=x0

queste funzioni lineari non sono in generale riducibili. Ci sono però 2 sottoinsiemi (omogenee e in senso stretto) che sono facilmente riducibili.
OMOGENEE

Se mancano i 2 termini noti quindi a(t)=b(t)=0 l’equazione diventa dx(t)=η(t)x(t)dt+σ(t)x(t)dW(t)
Per risolvere questa equazione occorre ipotizzare che cerchiamo soluzioni x(t)>0. fatta questa ipotesi è possibile prendere una y(t) che dipende da x(t) e si pone y(t)=lnx(t) quindi ey(t)=elnx(t)=x(t). fatta questa posizione si calcola il differenziale stocastico del nuovo processo stocastico y(t).

Û’(x(t))=1/x(t) û’’(x(t))=-1/(x(t))2
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 integro per togliere il differenziale
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Io però voglio trovare x(t). vado a vedere il legame tra x(t) e y(t) e tra x(0) e y(0)


[image: image7.wmf]22

0000

11

(0)()(())()()()(())()()

()

22

0

()

tttt

yssdssdWsssdssdWs

yt

xteexe

hsshss

æöæö

+-+-+

ç÷ç÷

èøèø

òòòò

===


Grazie a questo risultato posso trovare la soluzione del moto browniano semplice e geometrico.
Semplice:  
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Geometrico:  
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Il logaritmo di un moto browniano geometrico è un moto browniano semplice; l’esponenziale di un moto browniano semplice è un moto browniano geometrico.

LINEARI IN SENSO STRETTO
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È lineare in senso stretto se manca la x(t) dal secondo addendo. Quindi dx(t)=[η(t)x(t)+a(t)]dt+b(t)dW(t).
X(0)=x0

Si va a cercare una funzione f(t) che soddisfa    f’(t)= η(t)f(t)







      f(0)= 1  e f(t)>0
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  si può anche scrivere 
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In questo modo risolviamo anche il processo di Ornstein-Uhlembeck

dx(t)=α(γ-x(t))dt+βdW(t)

x(0)=x0=γ
η(t)=-α        a(t)=αγ       b(t)=β
f(t)e-αt
y(t)=x(t)eαt
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