OPERATORI
· Operatore identità: If(x)=f(x) 

· Operatore nullo: 0f(x)=0 

· Operatore differenza prima: (x,hf(x)=f(x.h)-f(x). Esempio (h2-x = (2-(x+h))-(2-x)

· Operatore spostamento: Ehf(x)=f(x+h)

· Operatore media: Mnf(x)=f(x)+f(x+h)/2

OPERAZIONI TRA OPERATORI

· Prendiamo 2 operatori qualsiasi P e Q

· Somma: (P+Q)f(x)=Pf(x)+Qf(x)
· Differenza: (P-Q)f(x)=Pf(x)-Qf(x)

· Prodotto: (PQ)f(x)=P(Qf(x))

· Se P=Q→P-P=0 operatore nullo
· If(x)=f(x) → (-I)f(x)=-f(x)

POTENZE INTERE DI (
· (hf(x)=f(x+h)-f(x)

· (h(hf(x)=((h2)f(x)= (h((hf(x))= (h(f(x+h)-f(x))=f(x+2h)-f(x+h)-f(x+h)+f(x)

· (hnf(x)= (h((hn-1f(x))

· (h0=I

· (h1f(x)= (h(If(x))= (hf(x)

POTENZE DI E

1. Eh0=I
2. Ehnf(x)=Eh(Ehn-1f(x)) = f(x+nh)

3. Eh-1f(x)=f(x-h)

4. Eh-mf(x)=f(x-mh)

RELAZIONI TRA OPERATORI
1. (h=Eh-I
dimostrazione (hf(x)=f(x+h)-f(x)      (Eh-I)f(x)=Ehf(x)-If(x)=f(x+h)-f(x)
2. Eh=(h+I    dimostrazione Eh=f(x+h)       ((h+I)=f(x+h)-f(x)+f(x)
Queste relazioni sono importanti perché ci consentono di utilizzare l’operatore spostamento al posto del (. Se ho (hm posso fare (Eh-I)m=[(k=0m(m k) Ehk(-I)m-k)]f(x)

PROPRIETA’ DEGLI OPERATORI

1. P+Q=Q+P
2. PQ=QP

3. (P+Q)+Z=P+(Q+Z)

4. (PQ)Z=P(QZ)

5. P(Q+Z)=PQ+PZ

TEOREMI SU (h e Eh
1. (h applicato ad (f(x) dove ( è una costante è uguale ad ((f(x)  
                              dimostrazione (h(f(x)=(f(x+h)-(f(x)=((f(x+h)-f(x))=( (hf(x)
2. se ho 2 funzioni f1 e f2 si dimostra che (h(f1(x)+f2(x))

dimostrazione (h(f1(x)+f2(x))=f1(x+h)+f2(x+h)-f1(x)-f2(x)= f1(x+h)-f1(x)+f2(x+h)-f2(x)= (hf1(x)+ (hf2(x)

questi due teoremi ci permettono di vedere che: (h(C1f1(x)+C2f2(x))=C1(hf1(x)+C2(hf2(x)

questo porta a dire che (h((s=1nCsfs(x))= (s=1nCs(hfs(x)

con procedimento analogo, si dimostra che:

Eh(f(x)=(Ehf(x)

Eh(f1(x)+f2(x))=Ehf1(x)+Ehf2(x)

Eh((s=1nCsfs(x))= (s=1nCsEhfs(x)

3. Ehu(x)v(x)=Ehu(x)Ehv(x)     dimostrazione Ehu(x)v(x)=u(x+h)v(x+h)=Ehu(x)Ehv(x) non è invece vero per il ( ma (hu(x)v(x)= Ehu(x)(hv(x)+v(x) (hu(x)=Ehv(x)(hu(x)+u(x)(hv(x)
(h-1g(x) è una qualunque funzione f(x) tale che (hf(x)=g(x) con g(x) nota quindi f(x+h)-f(x)=g(x)
Se prendo una funzione f(x)+((x) dove ((x) è una funzione periodica di periodo h ho che

(h(f(x)+((x))= (hf(x)+ (h((x)= (hf(x)+0=g(x) quindi (h-1g(x) è anche una qualunque funzione f(x)+((x)

Con queste considerazioni scopriamo che (h(h-1=I ma (h-1(h≠I

Dimostrazione
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 è come scrivere 
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 è come scrivere 
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Devo cercare una famiglia di f(x) tale che (f(x)=g(x) con g(x) noto. Quindi la funzione deve essere tale che f(x+1)-f(x)=g(x). Siccome deve valere per ogni x posso anche scrivere:
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Fino ad arrivare tornando indietro a:
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quindi: 
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EQUAZIONI A COEFFICIENTI COSTANTI LINEARI
Esempio a1y(x+1)+a0y(x)+c=0

Dividiamo tutto per a1→
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 e prendiamo A= -a0/a1   B= -c/a1
Come si trova la soluzione generale?

Y(x+1)=Ay(x)+B   con x=a, a+1, …      allora 

y(a+1)=Ay(a)+B

y(a+2)=Ay(a+1)+B=A(Ay(a)+B)+B=A2y(a)+B(A+1)

y(a+3)=Ay(a+2)+B=A(A2y(a)+B(A+1))+B=A3y(a)+B(A2+A+1)

y(x)=y(a+(x-a))=Ax-ay(a)+B(A(x-a)-1+A(x-a)-2+…+A+1)

quindi 
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) è una progressione geometrica quindi
se A=1 la somma vale (x-a) se A≠1 la somma vale 
[image: image8.wmf]1

1

1

xa

A

A

-

-

×

-

  allora
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EQUAZIONI LINEARI DI ORDINE N A COEFFICIENTI COSTANTI OMOGENEE
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 è uguale a scrivere:
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Possiamo scrivere 
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(operatore polinomiale). L’equazione diventa quindi:
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che significa scrivere 
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Troviamo la famiglia di soluzioni (soluzione generale) che dipende da n costanti qualsiasi.

Noi abbiamo la nostra equazione generale 
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e supponiamo di avere 2 funzioni y1(x) e y2(x) che sono 2 soluzioni particolari dell’equazione. 
Teoremi:

1. se trovo 1 soluzione particolare che soddisfa l’equazione allora anche la soluzione moltiplicata per una costante la soddisfa

2. se trovo 2 soluzioni particolari che soddisfano l’equazione allora anche la somma delle soluzioni la soddisfa.
Quindi Cy1(x) e y1(x)+y2(x) e C1y1(x)+C2y2(x)  sono soluzioni particolari
Dimostrazioni:

1. ipotesi: 
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2. 
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nel tentativo di trovare la soluzione generale dobbiamo guardare il caso rx.

Teorema: 
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Dimostrazione: 
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operatore polinomiale
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  polinomio caratteristico
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equazione caratteristica

Supponiamo di avere E2y(x)+6Ey(x)+9E0y(x)=0   oppure y(x+2)+6y(x+1)+9y(x)=0

Allora ho:
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 (E)=E2+6E+9E0  operatore polinomiale
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 (r)=r2+6r+9  polinomio caratteristico

r2+6r+9=0  equazione caratteristica

essendo di secondo grado ho 2 soluzioni: 
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  ho 2 soluzioni coincidenti

quindi 
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(-3)=0 allora (-3)x soddisfa l’equazione y1(x)=(-3)x.
(-3)x+2+6(-3)x+1+9(-3)x=(-3)x(-3)2+6(-3)x(-3)1+9(-3)x= (-3)x[9-18+9)=0

Comportamento di fronte a 
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(E)y(x)=0. 

1. scrivere l’equazione caratteristica 
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(r)=0

2. cercare le soluzioni (radici) le quali possono essere:

primo caso

a. n radici reali e distinte

b. n radici reali di cui alcune o tutti coincidenti

c. n radici alcune o tutte complesse

esempio y(x+2)+2y(x+1)-3y(x)=0

r2+2r+3 polinomio caratteristico   r2+2r+3=0 equazione caratteristica
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Allora C1(-3)x+C21x=y(x) è la soluzione generale

Secondo caso
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ha n radici reali alcune delle quali o tutte sono coincidenti. Supponiamo che vi siano m radici coincidenti con 
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 è una soluzione di 
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 MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Section (Next)
Se m=m allora questa è la soluzione generale. Se m<n e le altre (rm+1, rm+2,…, rn) sono tutte diverse fra loro allora Cm+1(rm+1)x+Cm+2(rm+2)x+…+Cn(rn)x è una soluzione di 
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La parte sottolineata + y(x) è la soluzione generale.
Dimostrazione.

Se ho m radici coincidenti y1(x) è soluzione di 
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m=2 r1=r2 voglio dimostrare che 
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è una soluzione di 
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io ho 
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 se r1è una soluzione di 
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se r1 è una soluzione doppia allora vale: 
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nella nostra ipotesi abbiamo una soluzione doppia infatti r1=r2. si può notare come 
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infatti se ho una soluzione doppia si annulla la derivata prima. Quindi 
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Dimostriamo che 
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COMPLETE
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con g(x)≠0
Troviamo l’equazione omogenea associata a 
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Teorema

Sia y*(x) la soluzione generale dell’equazione omogenea associata e sia 
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(x) una soluzione particolare dell’equazione completa allora y(x)= y*(x)+ 
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(x) è la soluzione generale dell’equazione completa.

Dimostrazione

Per ipotesi  
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Il problema è come trovare 
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Metodo dei coefficienti indeterminati

Si applica bene quando g(x) è o una funzione esponenziale del tipo αax; o è un polinomio di grado n; o è una combinazione di esponenziale e polinomio. 
Se g(x) è del tipo αax bisogna trovare una soluzione di prova data da Aax (A: costante indeterminata). Se g(x) è un polinomio di grado n bisogna trovare una soluzione di prova che è un polinomio A0+A1x+…+Anxn.
Se per caso la soluzione di prova è già compresa in y* devo moltiplicarla per x tante volte quanto basta affinché non sia più compresa.

EQUAZIONI DEL PRIMO ORDINE, LINEARI A COEFFICIENTI VARIABILI OMOGENEE
g1(x)y(x+1)+g2(x)+y(x)=0  si può anche scrivere y(x+1)+g2(x)/g1(x)y(x)=0 
e g2(x)/g1(x) non è costante.

g2(x)/g1(x)= -p quindi y(x+1)-p(x)y(x)=0   con x=a, a+1, a+2....

Tecnica di risoluzione
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Occorre costruire una particolare funzione k(x)

K(x)=   1
se x=a


p(a)p(a+1)p(a+2)…p(x-1)
se x≠a 

essendo così fatta ha la seguente proprietà: k(x+1)=p(x)k(x)

k(x+1)=p(a) p(a+1) … p(x-1) p(x)

k(a+1)=p(a)  e k(x)=1

y(x+1)-p(x)y(x)=0
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  pongo 
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 quindi u(x+1)-u(x)=0

Per x=a 
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 visto che k(a)=1  allora  y(a)=u(a)

Risolvo u(x+1)-u(x)=0 con il metodo di desirè andrè:
u(x+1)-u(x) è il ( → (=0 è una costante quindi u(x)=u(a) perché u(x)=u(a)+(0=u(a)
altro metodo:

r-1=0 quindi r=1

u(x)=C1 1x=C1 è una costante. Quindi y(x)=u(x)k(x)=u(a)k(x)

COMPLETE
g1(x)y(x+1)+g2(x)y(x)=g3(x)
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y(x+1)-p(x)y(x)=v(x)    y(a)=ya cioè è noto
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K(x)=   1
se x=a


p(a)p(a+1)p(a+2)…p(x-1)
se x≠a 

k(x+1)=k(x)p(x)
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y(a)=u(a)    y(x)=u(x)k(x)
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