Variabile aleatoria guadagno

X: { - ∏ + 0 con qx, - ∏ + C(1+i)-1 con 1/qx, - ∏ + C(1+i) -1 + C(1+i)-2 con 2/qx, - ∏ + C(1+i) -1 + C(1+i) -2 + C(1+i) -3 con 1 –(qx+1/qx + 2/qx).
Criterio del valor medio Sostituire alle grandezze aleatorie i corrispondenti valori medi attribuendo poi a questi ultimi il carattere di grandezze certe. Riferendosi alla grandezza aleatoria X, se E[X]>0 X è conveniente o vantaggiosa o favorevole, se E[X] = 0 X è indifferente, se E[X]<0 X è svantaggiosa o sfavorevole. Riferendosi alle grandezze aleatorie X1..Xn se E[Xi] > E[Xj] Xi è preferita a Xj, se E[Xi] = E[Xj] Xi e Xj sono indifferenti, se E[Xi] < E[Xj]  Xi non è preferita a Xj e non è indifferente rispetto a Xj.  Per utilizzare questo criterio è necessario che si possano calcolare i valori medi, ciò vuol dire che l’incertezza con cui si ha a che fare deve essere gestibile probabilisticamente. Il v.m di una grandezza aleatoria ne rappresenta una sorta di misura. Il criterio del v.m trova un importantissimo campo di applicazione nella teoria e nella pratica assicurativa, ma il costo di una copertura assicurativa è in ogni caso superiore al v.m del ricavo che se ne otterrà e questo per la presenza di caricamenti che la Compagnia assicuratrice non può non addebitare all’assicurato. In nessun caso dunque un operatore che informi il suo comportamento al criterio del v.m accetterebbe di stipulare una polizza. Questo porta al fallimento del criterio del v.m, e anke il paradosso di San Pietroburgo. Quindi il criterio del v.m non sembra di generale applicazione nella pratica perché non rende sempre ragione di comportamenti realmente osservati che liquidare come irrazionali appare troppo semplicistico. Se in un gioco il v.m è 0 il gioco è equo, se il v.m del guadagno che se ne ritrarrà sarà positivo il gioco sarà vantaggioso. Valore attuale: ∑ pi*vxi=v* ∑ pi xi=v E(X).

Funzione di utilità Metodo per arrivare dove fallisce il v.m. E’: u=u(x) la funzione reale, di variabile reale che associa ad ogni possibile determinazione di capitale, il valore che verrà detto utilità e che l’operatore ritiene di attribuire al suo possesso. Deve essere u(x) crescente, o quantomeno non decrescente, continua e derivabile un certo numero di volte. La curva dell’utilità è concava verso il basso e dunque la u’’(x) è negativa e u’ >0 e la funzione di utilità può essere sostituita da una qualsiasi funzione lineare crescente, cioè con un’altra funzione û tale che û(x)= au(x) + b con a e b costanti e a>0. Se X è aleatoria tale sarà anche l’utilità derivante dal fatto di possederla e questa utilità sarà anche essa una variabile aleatoria che indichiamo con U(X) e che assume le determinazioni di u(xi) con le rispettive probabilità pi e allora il v.m di U(X) è:  E[U(X)]= ∑ di i che va da 1 a n di u(xi)pi che è L’utilità attesa e con riferimento alla grandezza aleatoria X, se Eu(X)>Eu(0) X è conveniente o vantaggiosa o favorevole, se se Eu(X)=Eu(0) X è indifferente, se se Eu(X)<Eu(0) x è svantaggiosa o favorevole. Con riferimento alle grandezze aleatorie X1…Xn, se Eu(Xi)>Eu(Xj) Xi è preferita a Xj, se Eu(Xi)=Eu(Xj) Xi e Xj sono indifferenti, se Eu(Xi)<Eu(Xj) Xi non è preferita a Xj e non è indifferente rispetto a Xj.
Equivalente certo Si chiama equivalente certo di X la grandezza certa z tale che u(z)= E[U(X)]se l’equivalente certo di X esiste ed u(x) è crescente, esso è unico. L’individuo razionale sceglierà tra due alternative quella che gli procura utilità maggiore facendo riferimento, nel caso che uno o più dei termini del confronto abbiano natura aleatoria, non già ai valori attesi delle grandezze, ma bensì al valore atteso della corrispondente utilità.
Avversione e propensione al rischio Se la curva di utilità è concava verso il basso, le somme incerte valgono agli occhi di chi misura la realtà mediante la funzione di utilità meno del loro proprio valore atteso. Si è in presenza di avversione al rischio xc < E[X]. Perdere x euro comporta un decremento di utilità maggiore, in valore assoluto, dell’incremento di utilità corrispondente alla vincita di altrettanti, dunque non si partecipa ai giochi equi. Si ha invece propensione al rischio xc > E[X]  quando la curva dell’utilità è concava verso l’alto, per cui le some incerte sono apprezzate più del loro valor medio e l’incertezza viene a rappresentare un elemento positivo. Funzione di avversione al rischio: α(x)= - u’’(x)/u’(x) e se u’’>0 favorevole se <0 avverso.
Contratto di assicurazione Contratto in forza del quale una delle parti (l’assicuratore) s’impegna a pagare ad un beneficiario una somma (capitale assicurato) determinata, o da determinarsi secondo modalità stabilite, al verificarsi di un certo evento di natura aleatoria riguardante una terza persona detta assicurato, o un suo bene.
Premio E’ l’impegno che si deve assumere l’assicurato, può essere unico e venire corrisposto in un’unica soluzione al momento della stipula, o periodico e sostanziarsi allora in una rendita temporanea, in genere, ma non sempre costante. Nel rimo caso la compagnia incassa di sicuro l’intero premio; nel secondo, anche l’ammontare del pagamento che l’assicurato effettuerà complessivamente acquista il carattere di un v.c (il contraente può morire durante il periodo di pagamento e l’assicuratore trovarsi così ad avere incassato solo una parte delle rate previste). Il valore attuale dei pagamenti della compagnia dovrà essere uguale nei due casi al premio unico o al valore attuale dei premi pagati dall’assicurato. Premio puro: determinato in base alle condizioni di equilibrio. Premio tariffa: quello che di fatto viene riscosso, si ottiene dal precedente mediante i caricamenti che assommano a circa un terzo del premio puro.
Assicurando secondo v.m Un soggetto S, assicurando in possesso di una ricchezza iniziale w, w€ [0, + ∞ ) il quale   ha il rischio φ, cioè può perdere λ, λ€ (0, + ∞) con probabilità p, 0<p<1, oppure 0 con probabilità (1-p). Egli può cedere questo rischio ad un assicuratore B contro il pagamento a B di una ricompensa o premio ∏, ∏>0. Se S valuta la convenienza o meno ad assicurarsi, confronta le due possibilità per la sua ricchezza: S si assicura, situazione certa; X1 è {w - ∏, S non si assicura, situazione aleatoria, X2{ w- λ con p e { w con 1-p.
Con v.m S calcola i valori medi di X1 e di X2 e decide che ha convenienza ad assicurarsi se e solo se risulta E[X1] > E[X2] cioè solo se il premio c richiesto soddisfa la condizione w-∏ >(w- λ)p + w(1-p) e ∏< λp = P pertanto giudica non sfavorevole assicurarsi se ∏ ≤ P. Il valore P= λp che realizza l’indifferenza tra X1 e X2 ai sensi del criterio del v.m è dunque il massimo premio che S accetterebbe di pagare per giudicare non sfavorevole assicurarsi.

Assicuratore secondo v.m Assicuratore B in possesso di una ricchezza iniziale w*, w* € [0, + ∞ ) il quale valuta la convenienza o meno ad accollarsi il rischio φ ricevendo una ricompensa o premio ∏, ∏>0. B non assicura il rischio, situazione certa Y1 { w* e B assicura il rischio, situazione aleatoria Y2 { w* + ∏ - λ con p e { w* + ∏ con 1-p. Calcolando i valori medi di Y1 e Y2  B decide che ha convenienza ad assicurare il rischio Ф se e solo se E[Y1] < E[Y2] cioè se il premio ∏ che richiede a S soddisfa la condizione w* < ( w*+∏ - λ)p +( w*+∏ ) (1-p) cioè se ∏ > λp = P e giudica pertanto non sfavorevole offrire assicurazione se risulta ∏ ≥ P.  Secondo v.m non trovano accordo Siccome S ed B ragionano in termini di v.m e vogliono entrambi concludere un’operazione conveniente non esiste possibilità di accordo perché il primo vorrebbe meno di P e il secondo vorrebbe ricevere più di P. Tuttavia  i contratto di assicurazione vengono comunemente stipulati, essi vengono sottoscritti ad un premio ∏ maggiore del premio P.

Assicurando secondo u.a S valuta la convenienza o meno ad assicurarsi seguendo il criterio dell’u.a, confronta la due possibilità, S si assicura, situazione certa; X1 è {w - ∏, S non si assicura, situazione aleatoria, X2{ w- λ con p e { w con 1-p. tenendo però conto della sua funzione di utilità u, con u’>0 e u’’<0. Ha convenienza ad assicurarsi se e solo se risulta Eu(X1)> Eu(X2) cioè se u(w-∏ > Eu (X2) e quindi se e solo se il pemio ∏ richiesto da B soddisfa la condizione1) u(w-∏)> u(w-λ)p + u(w)(1-p) e giudica pertanto non sfavorevole assicurarsi se risulta 2) u(w-∏ )≥ u(w-λ)p + u(w)(1-p). Consideriamo il premo ∏S che soddisfa la seguente uguaglianza u(w-∏S) = u (w- λ)p + u(w)(1-p) e dimostriamo che ai sensi del criterio dell’utilità attesa ∏S è il massimo premio che S accetterebbe di pagare per giudicare non sfavorevole assicurarsi e basta osservare che per ∏< ∏S si ha u(w-∏ )> u(w-∏S)= u(w- λ)p + u(w)(1-p) e ∏ < ∏S e si soddisfa la 1) e per ∏ = ∏S la 2) vale con ilo segno =. ∏ = P secondo v.m era stato giudicato da S troppo alto per assicurarsi e ora seconda u.a è accettabile e quindi  P < ∏S e possiamo dire che esiste un caricamento θ, θ>0 tale che il premio ∏* = P +  θ  pari al premio puro caricato con il caricamento θ e soddisfa la relazione P<∏* = P+ θ <∏S secondo la quale S giudica secondo l’u.a conveniente assicurarsi pagando ∏*. E l’assicurando che seconda v.m voleva pagare premi < P ora paga premi < ∏S.
Assicuratore secondo u.a Se b valuta la convenienza o meno ad accollarsi il rischio Ф seguendo il criterio dell’u.a, confronta le due possibilità, B non assicura il rischio, situazione certa Y1 { w* e B assicura il rischio, situazione aleatoria Y2 { w* + ∏ - λ con p e { w* + ∏ con 1-p  e ha convenienza ad assicurare il rischio Ф se e solo se Eû(Y1)< Eû (Y2) cioè se û(w*) < Eû (Y2), cioè solo se richiede un premio ∏  che soddisfa la condizione 3) û(w*)< û (w* + ∏ - λ )p +   û (w* + ∏ )(1-p) e giudica pertanto non sfavorevole assicurarsi se risulta 4)  û(w*) ≤ û (w* + ∏ - λ )p +   û (w* + ∏ )(1-p). Consideriamo il premio  ∏B che soddisfa la seguente uguaglianza:  û(w*) = û (w* + ∏B - λ )p +   û (w* + ∏B )(1-p), ai sensi del criterio dell’u.a ∏B è il minimo premio che B chiederebbe per giudicare non sfavorevole offrire assicurazione. Per  ∏> ∏B si soddisfa la 3) e per ∏ = ∏B si soddisfa la 4). L’assicuratore chiede un premio non solo maggiore di P ma anche maggiore di ∏B. L’assicurando è disposto a pagare ∏* = P + θ e risulta che  ∏B < ∏S ed è possibile trovare un caricamento θ, θ>0 tale che ∏B< P + θ = ∏* < ∏S. E questa può essere soddisfatta perché il capitale posseduto dall’assicuratore è decisamente più grosso del capitale posseduto dall’assicurando e fa si che l’assicuratore, benché avverso al rischio, abbia un’avversione al rischio minore di quella dell’assicurando. u e û vengono scelte rispettivamente da assicurando e da assicuratore a causa delle rispettive avversioni al rischio.
Dominanza I ordine Siano X e Y due variabili continue qualunque, con distribuzioni di probabilità Fx e Fy, si dice che X domina stocasticamente Y se risulta per ogni x reale: Fx(x)≤Fy(x) e la disuguaglianza stretta vale per almeno un x. La relazione di dominanza stocastica si traduce nel trovarsi il grafico della distribuzione di una delle due variabili, quella dominata, mai al di sotto dell’altra, ed anzi in almeno un punto strettamente di sopra. Se x domina stocasticamente Y risulta u[X] > u[Y] per ogni funzione di utilità u(x) crescente. Un corollario del teorema dice che se x domina stocasticamente Y E(X)> E(Y).
Dominanza II ordine. Se x non domina stocasticamente Y e cioè il grafico della sua funzione di ripartizione non si trova sempre al di sotto di quello della Y, si può andare a vedere se negli intervalli in cui questo accade pesa di più di quelli in cui non accade. Bisogna fare riferimento all’area cumulata AX(x) ossia l’area del trapezoide di base (-∞, x) individuato da FX(x) ed espressa da: AX(x)= ∫tra – ∞ e x di FX (t)dt, ci si chiede che AX(x) ≤ AY(x) e se ∫tra – ∞ e x di FX (t)dt  ≤ ∫ tra – ∞ e x di FY(t)dt e se è vera per ogni x reale, ed anzi vale con il segno < per almeno un x, si dice che X si trova in relazione stocastica di secondo ordine rispetto a Y. S X domina stocasticamente Y nel I ordine, vale anche la dominanza del II ordine, ma on viceversa.
Dominanza ordine n FXn(x)= ∫ tra – ∞ e x di FX(n-1) di (t)dt si può dire che X è in relazione di dominanza stocastica di ordine n con Y se FX(n) di (x) ≤ FY(n) di (x) per ogni x. La dominanza di ordine n implica quella di ordine m per ogni m>n. La regola X è da preferire a Y se esiste n per cui valga la precedente, determina un ordinamento completo entro l’insieme delle distribuzioni di probabilità, non esistono cioè più coppie confrontabili.
Criterio media varianza Per raffinare il criterio del valor medio senza arrivare alla dominanza stocastica. Ad ogni variabile aleatoria si associano due valori, media=M=E[X] e varianza=V=E[(X –Ex)2]. A parità di varianza si sceglie quella con la media più alta, a parità di media si sceglie quella con la varianza minore. Se si guarda solo il v.m è sempre possibile individuarne una come preferibile o indifferente, secondo M-V non permette invece di scegliere tra due grandezze una delle quali abbia contemporaneamente v.m e varianza maggiori dell’altra. Una grandezza aleatoria non è più descritta mediante un solo parametro numerico, ma due, media e varianza. Fase oggettiva, si applica se l’insieme delle variabili aleatorie o insieme delle opportunità delle coppie Me V è una regione del piano chiusa e sulla frontiera delle regioni si può trovare la frontiera efficiente, parte di frontiera compresa tra il punto più in alto e a sinistra della frontiera. Le variabili che troviamo sono dei punti di ottimo paretiano e se ci spostiamo da esse peggioriamo. All’interno della frontiera efficiente non esiste, a questo livello, alcun ordinamento delle preferenze. Fase soggettiva, la scelta finale tra le alternative efficienti individuate richiede in più che in presenza di due variabili X ed Y inconfrontabili l’operatore stabilisca se la differenza di v.m tra esse sia o no sufficiente a compensare per lui la differenza tra le varianze, e si basa sul maggiore o minore gusto per il rischio del decisore. Si tracciano quindi dal punto di vista grafico delle curve di indifferenza individuali, ossia le curve luogo dei punti rappresentativi di grandezze che l’operatore ritiene ugualmente desiderabili. Sovrapponendo il fascio di curve di indifferenza alla frontiera efficiente si determina l’alternativa in assoluto migliore, quella corrispondente al punto della frontiera efficiente (ammesso che sia unico) che si trova sulla curva di indifferenza di livello più elevato.
